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*�� 3��
	
 ��
����� S �1�� �
� �	�#��� �
��� ��� �	�����4 ∂S� �� ���
��	����

�
 -� �	
�

��� #� B = χS � �
� #���	
���
�� ������	�
��� ���
#� ����

�
 �� 1��
���� t ��� �	���
��� ��� �� �	
�	�� S �� �� 1��
���� #� �
��
�����
� s

�	�����	
#  �� #
����
	
 
	�����  �!

���
� t � #�
� �� ��� W̃ψB(a, s, t) �
a

3
4 � ���
# a −→ 0� �� �$�� ���4 #� #���	
���
�� ��
�� �� ��	#�
� ��



1��� #�� �	

�� #!�
���� �	�� ��� #
����
	
� 
	������ %�)'� � � � � � � � � +2�

4



������������

���� ��� ����	
��� ������� 
�� ���	

�� ��� �����	���

ψjk(x) = |a| j2 (ajx− b), a, b ∈ R, a �= 0 ���

�������� � ����	� ����� �����	�� �	��
� ψ(x) ��� 
�� ������	��� �� �	
����	��� �� ��

�����
��	��� �� ���� ����
��� ���� �� ���	
 ���� �� �������� ����	��� �� ��������	����

���� �� ���
	����� �����
�  �������� �� !��
�� "#$%� ���� ����
��� �� ��

�� �����	���

��� & '���
����� &�

(�� �����	���� ������ ��� 
�� �	
����	��� �� 
�� �����
��	��� �� ���� ��� �����	������

�����

��� )�����	��� 
�	��������	�� ��� ���	

�� ������
����� ����	��� ����
� ���	�

�����	� � ��� �������� ����
���� � ��	� ��� �����
� "**%� "*+%� "#% �� ,� ������ 
��

����
����� ���� ��	
�� ���� �� �������� ����	��� �� ��������	���� ���� �� ���
	�����

,

�� ���� ��	
	���� ��� �����
� ���� 
����
-�� �� ��� "$.% �� ��� �����	� � �� �����


�
/��	���� ���� ���������� ��������	��	���� 	������������ ���� 
� ��������	�	�� ���

������� �	���

�� "*0%� ,

�� ����
��� ��
� ������������ ���� 
� ������	�� ��� ����� ��

��� �	�/�
��	��� "##%� 1
 ��� ���� 2���� �� �������� ����

�� ������ ��� ���
	���	��� ����

�������� �	����	����

3�
�� 
�� �-��� �����
	���	���� �	4������� ���	

�� ������
����� ������� ���� ���	�	���

�



�� ���� ��� �	�
��� �
����� �� ������� ��� ����
���� a �� b ���� ���������� ��� ������
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ψjk(x) = |a| j2 (ajx− kb), a, b ∈ R, j, k ∈ Z. �%�

&������� �	�
���� $������� ���� ���������� �� $��� ������������ ���
����
���

�� ���� ������� ����

���� #� ���
��� � ��� ��������� ��� '� (�)�� *++, �� �-./� 0� �

��������� ��� �������� ψ(x) ∈ C∞  ������������ ������ ����� ��� �� ��
���� ��� ���������

ψjk(x) ��"���� ���� �%� ����� a = 2 �� b = 1 � ����������� ��� $��� ���
����
�� �� L2(R)�

#� $��� �� '� (�)�� �� ������ ��

� ��� $��� ���������������� ���� ���� ��� �������

�� 1�$����� ���� �������� �� 2���)3#�����4��� H1� ���� �������� �� 5����� ��� ����� *++,��

6� �-.7� 1� (����� �� '� (�)�� *+8,� *8-, ��� ������� ��� ��� ��9������� �������������

 $��� ������������ ������� ���� :��� ���������  ������ ����� ; <���)�� (����3=���������

; ��� ��� ���������� ���� �� 
�
����� >����3�� ��� �� ����� ���� ������ ��� ���������

f ∈ L2(Rn) ������� :��� ����������� �� ���� ��� ��
��� �������	�
������ ������������

f = lim
j→−∞

Pjf � #�� ���?������ ������������ 〈ψjk, f〉� ���� j "	�� ������������� �����  ��

��9������ ����� ��� ���	 �����	�
������ ����������� Pj−1f �� Pjf �

!��� �� �������� ���� ������������ ���� �� ���
��� �
������ ��� ������ 
��
�
�������

�����������  �� ������������ ��� ���������� �������� �� ��� ��
������ ���� �� ����� ��

�� 
��
��� �������� �� �� <���)�� (����3=���������� <���� ����� ������ ��� ����������

��� ��������� �� ��<���)�� (����3=���������� ���� 
������� ��� ���� ��� <���)��

(����3=��������� ���� ��� �������� ��
���� φ� �� �	���� ��� �������� �3���������� m0(ξ)

%



������ ���� �� ��� 	� 
���
� ���������
 ����� ��� �� 
 ���
� ���������� m1(ξ) 
 ��� ���

��� �������� �
�	������ ����� ��� 
�������� ���
� 	��� �������� 	���
����� ���� ��� ��������

	�������� ����
����� ��
 �
��������� �� ���
� �
��
����� ����� ��� �����
��������� ����

������
� 	�� �������� �� ��������� ��� ��	������� ���� ���
	���

���� �� 	����!�� ��
��� ���� �����
������ ��� ��	������� 	���
!��� �� �������
�

	��������� �� ���� ����
��� ��� 	���
����� ���
� ��� ���� �
�����
��� �����
���� ��

��� 	�������� ���� ����� �����
���� �� �������
� 	��������� " �
���
� ��� ��	������� �����


����� �� ��� ��	������� " 	���������� ��������� �#$�� ���� ����� �%�� ��
��� �� ����
��

	����
��������� ����������
� 	�� �������� ��� 	��������� �� ��������� ��� ��	������� ��

�������
� 	��������� ����� ������
�� ��
 &'�������� (�	��)' 	��� �*+�� ,� ' ���
�	���

����� �� ����
�� 	�� ��	������� 	� ������������ -���
 �./� �.$�0�

���� �� �
����!�� ������
� ���� �
������ ��� ��	������� ��������� �� ������� �� ���	��

���� 	��	����������� 	� 1��	�
2� �/�� 3��� ���
�	������ ����� �� ��
����
������� 	� 
�4��

��
��� ������ 	�� ��������� �� ��������� �� 
�4���
��� 56�	�
����� �/7�� 3�������� �����	�

	� 
�4���
��� 	�� ��������� �� ��������� ��� ��	������� �� �������
� 	��������� ����
� ���

�� �
�����
��� �� ��	������� ��������� ���� 	������
 ������������� 	�� ����� 	� ���4��

��
��� ���� ��� ���
 4�����
��� �/7�� 8��
 ���� ���� ���
�	������ 	��� ����� �%�� ��
���

��� ��	������� 	� ������������ ��������� �.*� �9 �� ���
��� 	� 	��������� �������� ��� ��

�
�	��� 	���� ���
��� 	� ������������ �� 	���� ���
��� 	� 	��������� 	�������� ��
����

����� ��
������� ����� 	� 	������
 ������������� 	�� ������ 	� ���4���
��� ����� ��� ���


4�����
���

8��
 �� ����� ������:��� ��
 ������
 ��� 	��������� �� ��������� 	� ���� ��� ��
���

#



��������� �	
� �	 ������ �
�
������ ����	
� ��� ��
����
� �����	����

L2(R) = {f : R −→ C |
∞∫

−∞

|f(x)|2dx < ∞}

��
� �� ������� ��	�	���

〈f(x), g(x)〉 =
∞∫

−∞

f(x)g(x)dx

��� �
 ���	�� �� ������� 	��� 
����

‖f‖2 =
( ∞∫
−∞

|f(x)|2dx
) 1

2
.

�	 ����� ��
����	��� {fn}n∈Z ⊂ L2(R) ����� �
� �	�� �� L2(R) �� ���� ��	���

�����
� f ∈ L2(R) �� ������ �
� ����� ��
����� {cn}n∈Z ⊂ C ����� ��� f =
∑
n

cnfn �	
�

�
���	�� L2(R) �� �
�� ������ ���� ��
��	
��� ��������� A �� B ������ ���

A ‖ f ‖2≤
∑
n

|cn| ≤ B ‖ f ‖2 .

�	 ��	
������� �� ������� ��� �
 ����	���� �
��	��� ��� ��	
������ �	 ��
����
 f ∈
L2(R) �
 �
� ��
����
 Ff 	���� 
���� f̂ ���
�� �	�

(Ff)(ξ) = f̂(ξ) =

∫
R

f(x)e−2πiξxdx

��	
� f ∈ L1(R)∩L2(R) �� �	� ��� ��
�����
 �� �������� �� ��	
������ �	����	� � ����

!

��� � ���� �	 ��
����
 "�
��	�� f ∈ L2(R)� #��� 
��� ������
� 	� ������ ����� 

������
�� (x, ξ)� #���
� 	���� ��� �	 ��
����
 f̂ ��� �� �	���� �
��"�	���� $
 �%�� F

	������� L2(R) ��&��������
� ��� ��� �'��� �
�
����� F−1 �� �	 ��	
������� F ��� ���
��

�	�

(F−1g)(x) = ǧ(x) =

∫
R

g(ξ)e2πiξxdξ.

(



��� �����	��� {ek(x) = e2πikx : k ∈ Z} ���� 
��
�	��	���� �� ������� ��� ���� ���

���������� �� L2(T) �� T ��� ��� �� ������ �����
 � ����	�	�� �� �� �	�����
����� 
 ��

���� ���� 	����	�
 ��� ��	������ ������ �� ��� ��������� (0, 1] �� [−1
2
, 1
2
)��������� � ���

�� ������ 
!� "��� ������ ��� �
�	�� �� #���	�� �� f � 
��
�	��	��� �� ���� L2(T) ��� $∑
k∈Z

〈f, ek〉T ek ∼ f �� 〈f, ek〉T =

∫
T

fek �� k ∈ Z.

�� �����	� �� ���%����	�� �� ���& �����	��� �
����� �� ������&�� f �� g� ��� ��� �����

�����	��� ��	 �� ���� �
�
�������� f ∗ g �� ��	 ��� �
��	� ��� $

(f ∗ g)(x) =
∞∫

−∞

f(x− t)g(t)dt =

∞∫
−∞

f(t).g(x− t)dt

'



�������� 	


�� 
��������� ���� L2(R)

����������� 	
� �����

��� ������
� ��� L2(R)�

• �
� 
����	�
���� � Tk (k ∈ Z) �����
� ���� 
��

 ψ ∈ L2(R) ���

Tk(ψ(x)) = ψ(x− k).

• �
� ��	�
�
���� � Dj (j ∈ Z) �����
� ���� 
��
 ψ ∈ L2(R) ���

Dj(ψ(x)) = 2
j
2ψ(2jx).

�
� �����

��� Dj 

 Tk �
 ���
 ��� �����
�
���� �� 
�

� �� � 	
 ����	
�
 ������


DjTk = T2jkDj.

������ ψ ∈ L2(R) 

 ����
������� 	� ����		
 �
� ����
���� {ψjk : j, k ∈ Z} ��

ψjk(x) = 2
j
2ψ(2jx− k)

���� 
��� j, k ∈ Z� ���� �
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�
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���� ��
 �
� ����
���� ��
 ���� ���

�
		
���� ����������  ������
�
 �!�� "���� ��� �
 �
 �������
�� �
��


��
 # �����
�
�


$�
� �
 ����
���� �!%
�
 
������
� # 	!���
 �!��
  ��
 �!���
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���� ����	
��� ��
 
����	 �� ���� ��
��� ���� ��������� ��� ������		�� � �� ����	
�� �������

��	�� φ �	 ��������		� ���� ��������� ��	�� ψ� ������� ������� ������ ��� ���� ��
 ���	

�	�� �	
�
��� ���� ���������� ��� ����	
���

������� ��� �� �������� 	�
���� 
� ���� ����

 
�	��
������	 �� ����
��� ������		� ��	�� ψ = ψH ��	 ������	�� �� !"!# ���  ���

$%&'� (��� ��	 ��)�
� ���

ψH = χ[0, 12)
− χ[ 12 ,1)

.

*�� ���	��+ �� ����	
�� ������� ��  ��� ��	 ��)�
� ��� �

φ(x) =

{
1 si 0 ≤ x < 1
0 ailleurs.

,!�!-

.��� ����	�	� ���

 

/
���� !�! 0 .� ����	
�� ������� �� 1� ��� $2'�

φ(x) = φ(2x) + φ(2x− 1)

�	 ���

ψ(x) = φ(2x)− φ(2x− 1).

������� ��	 �� �������� 	�
���� 
� �
����������

3



�� ����� ���	
�� �
��������� ��	
�� ��� ����� �� �������� ���� ��� �

���� ���� ���

����� ���� �� ��� ������ 
��

ψS = χS

�� S =
[−1,−1

2

) ∪ [1
2
, 1
)
��� ������ �� �������� ������� �� ������� ��� ������ 
�� ��

�������� ����� �������� �

φ(x) = sinc(x)
���
=

sin(xπ)

xπ
=

eπix − e−πix

2πix
.

�� 
��������  ��� ����������� �
����� k �� ���! �� �
��� ��� x �� ��� ���������� �
�����

j ���� �"������ �

φjk(x) = 2
j
2φ(2jx− k) = 2

j
2
sin π(2jx− k)

π(2jx− k)
= 2

j
2
eπi(2

jx−k) − e−πi(2jx−k)

2π(2jx− k)
.

#� �� ��������	�� �� $������ �� �� �������� φ ����� %&'

φ̂(ξ) = ŝinc(ξ) =

∞∫
−∞

sinc(x)e−2πiξxdx

=

∞∫
−∞

sin(xπ)

xπ
cos(2πxξ)dx− i

∞∫
−∞

sin(xπ)

xπ
sin(2πxξ)dx.

(� �����)�� ����!���� ��� �����* 
���+�� �� �������� ����!��� ��� �	
����� ,�		�

sin(p) cos(q) = 1
2
[sin(p+ q) + sin(p− q)]* �� �

ŝinc(ξ) =
1

2

∞∫
−∞

sin πx(1 + 2ξ)

πx
dx+

1

2

∞∫
−∞

sin πx(1− 2ξ)

πx
dx

=
1

2

∞∫
−∞

sin πx(1 + 2ξ)

πx(1 + 2ξ)
d(xπ(1 + 2ξ)) +

1

2

∞∫
−∞

sin πx(1− 2ξ)

πx(1− 2ξ)
d(xπ(1− 2ξ)).

�� ������ s �� ��!�� �� 1 + 2ξ �� s′ �� ��!�� �� 1 − 2ξ* �� �� ������� ��� ����!�	���� ��

-����"��� u = πx(1 + 2ξ) �� v = πx(1− 2ξ)* �� �"����� �

ŝinc(ξ) =
1

2

s∞∫
−s∞

sinc(u)du+
1

2

s′∞∫
−s′∞

sinc(v)dv.

&



�� ��������	 
	� ��� ���
���� �

�� �� 2ξ < −1 �� 2ξ > 1� �
��� ss′ = −1� ����� 
	� �	�� �	�����	� �������
	� ������
	��

	� �� � �

ŝinc(ξ) = 0.

�� �� 2ξ 	�� ����	�� ���� 
����	�
�

	 ���� ��� �
��� s = s′ = 1 	� �� ���� ��	∫
R
sinc(x)du = π� �� ����	�� ��	 �

ŝinc(ξ) =

∞∫
−∞

sinc(u)du = π.

 � !� "�� �� �����	 
	 ��� 2ξ = −1 	� 2ξ = 1 �

# �� 2ξ = −1� �
��� �� ����	�� �

ŝinc(−1

2
) =

1

2

∞∫
−∞

sinc(4ξ)d(4ξ) =
π

2
.

# �� 2ξ = 1� �
��� �� ����	�� �

ŝinc(ξ)(
1

2
) =

1

2

∞∫
−∞

sinc(4ξ)d(4ξ) =
π

2
.

$���� �� � �

φ̂(ξ) = ŝinc(ξ) =

⎧⎨⎩
π si − 1 ≤ 2ξ < 1
π
2

si 2ξ = ±1
0 ailleurs

�	 ��� ����	

φ̂(ξ) = χ[− 1
2
, 1
2
)(ξ) =

{
π si − 1

2
≤ 2ξ < 1

2

0 ailleurs

���� L2(R)� %	 ��
��
 �	�� ���
��� ���� 
	� �	������ ����� 	� ������

&



��� ������	 
���
��������
��

���� ����� �����	� �	
� ��
����	�� 
�� �
��	�� �
�
���� ����	�
��� ��� �� ������� ��

�	����� ���� �� �� ����� �� � �	
� �� �	����
���	� ��� 	���������� !�� "������ �
���#

�
�	�
��	� $ �	�
� "�� % �
&��� ��� 	�
����	�� ���
����� ���������� �'�������� 
��

�	����	� f ∈ L2(R) ( ��)
������ 
������� Vj, j ∈ Z� ���� �
 �	��� *��� �� &� �� �'���
�

+,-. � ���� �	�����
� 
� 	
��� ���������� �� �������� �� �	����	� f �� /��0� ��0�/ 	
 ��

/��0� �	��/� �� /1		�/ ��� �)���

 ( �'���� �'
�� �	����	� 
������ φ �	�� ��� *����	��

��������
�� ���� �� ����� ���������� 
� ������ �'����	2�����	� V0� 3'����	2�����	� ��

�� �	����	� f ���� V0 ��� 	4���
� �� ������� �� ��	5����	� �
� ��� ������� 3� �	����	� f ���


�������� ��	5��
� �
� 
� ������ ���������
����� �&� �� �	����*�� �� ��
� �'���	�����	�

�	���4��� 3� �	����	� �
�
���� �� ��
2�0�� ������ ���� �����
� 	�������� �� ���� �	�
�

ψ� ���� �� �	�����
� 6
� �� �����0�� 
���� �� �'"���

����� ���� ���	
� Vj �� �	 
��
���� �
�����

���� ����� ������ �	
� 
�����	�� �'"�� �	
� ����	2���� 
�� �	����	� ��� ��� 	���#

������� 7	
� 
� �	
� ������ �� �
�
����� V0 �� �	
� 
�� �	����	� �� �
�
����� 6
� �	
�

�����	�� �������� ���	

	 φ(x) ∈ V0 ����� 6
� V0 = {Tkφ(x) : k ∈ Z}� �
&����	�� �'������
Vj = DjV0 �	��� 
���� �'������ �������
 ��� �� �������

{Djkφ(x) = 2
j
2φ(2jx− k) : φ(x) ∈ V0, k ∈ Z}.

�	
� j &2��

��������� �	� ��
��
��	 ��
�������
����� � 
�� � �������	 	� ��	 ����	 {Vj : j ∈ Z}
�	 ���� 	����	� �	���� �	 L2(R) 	� ����	 �������� ���	

	 φ ∈ V0 �	
 ��	 
	� ����������

�������	� ���� ���������	� �

+�



�� ��� ������� Vj �	
� ��
	����� ����� � ���� Vj ⊂ Vj+1 �	�� �	�� j ∈ Z�

�� ���������	
� ���
��������	
 �� �	�� ��� Vj ��� �� �	
���	
 
����� ����� � ���� ∩j∈ZVj =

{0}�
�� ���
����� �������� L2(R) ��� ���
�	
 ������ �� �	�� ��� Vj� ����� � ����� ��������
��

��� ����	�� � ‖.‖2 �	

� ∪j∈ZVj�L2(R)�

 � Vj+1 = D1Vj �	�� �	�� j ∈ Z� ��� ������� Vj �� Vj+1 �	
� ���
��
���� ����� �

����� �� �������� Vj ��� �
!�
��� ��� {φj,k(x), k ∈ Z}� ��	�� �������� Vj+1 ��� �
!�
"

��� ��� {φj+1,k(x), k ∈ Z}� #�
�� Vj+1 ��� �
!�
��� ��� ��� �	
���	
� φj+1,k(x) =
√
2φj,k(2x)� $	
� f(x) ∈ Vj �� �� �������
� �� f(2x) ∈ Vj+1� #�
�� 	
 	
���
�

f(2−jx) ∈ V0�

%� �� ������� �� �	
���	
� {Tkφ(x) = φ(x − k) : k ∈ Z} ��� �
� 
��� 	���	
	���� ��

V0� $� ���� 	
 ����	�� &��
∞∫

−∞
φ(x)dx �= 0�

���� �������	� 
	��	 ��
������ ��������� ��	�	���	 �������

������� ��	 #'( �� )����

�� ���
���� �
�	��	 φ 	�� �����	 ��� ������ ��	���
	 �	� ���
����� �
�	��	� ������	 j�

���� Vj� 	�� 	��	���� ��� ��	��	���	

{· · · , φ(2jx+ 2), φ(2jx+ 1), φ(2jx), φ(2jx− 1), φ(2jx− 2), · · · }.

Vj 	�� ���
 ��	��	���	 �	� ���
����� 
�������	� ��� ���
	��� 	� �	 ������� 
�� ����

��	��	���	 �	� ���
���������� 	�� ����

{· · · −2

2j
,
−1

2j
, 0,

1

2j
,
2

2j
, · · · }.

��	 ���
���� ���� ��	���
	 V0 	�� 
�������	 ��� ���
	�� 	� �	 ������� 
���  ��
 ��	�!

�	���	 �	 �	� ������ �	 ���
���������� 	�� 
���	�� ���� Z� "���	 ���
���� ���� V0 	��

��



����� ����	��	 
��� V1� 
��� �	� 
�
�	��� ���� ��������� ��������	� ��� ����	��� 
���

��	��	���	 
	� 
�����������
� 	�� 
��� �

{· · · −2

2
,
−1

2
, 0,

1

2
,
2

2
, · · · }.

�� ���	 
��� ��	 V0 ⊂ V1� �� 	� 	�� 
	 ���	 ���� V1 ⊂ V2 	� ����� 
	 ����	� �� �
�
���

�� � �

· · ·V−2 ⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 · · · ⊂ Vj ⊂ Vj+1 · · · .

	� 
��� �� ��	����	 ���
����� 
	 �� !" 	�� �
��#	�

$���	����� �� 
	�����	 ���
������ ������ ��	 j �	�� ���	 �
����� �� ������� 
���

�� 

#������ 
	 Vj� %� f ∈ Vj� ����� f �	�� ���	 
����	 ����	 ����������� ���
���	 
	

φ(2jx− k) (k ∈ Z) ��� ���� ��������	� ��� �	� ���	�����	� [0, 1
2j
) + k

2j
= [ k

2j
, k+1

2j
]� ������	

j −→ −∞ �	� ���	�����	� 
	��	��	�� ���������	�	�� ����
�� &�����	 ����� �	 ������� 
	

f '��	 ���
(
�	��	 
	 ��	��	���	 �) f 	�� ��� ����	* 
��� �	��	� #��� &��� � �� f �������	��

+ ���� �	� Vj ����	 j −→ −∞� ����� ������	 
	 f 
��� ���	 ,
���

-��� �� ��������	 ���
������ �����

���� 
	�� ����� ���
� 
	 �� �(
���	 
	 �� �	���	

./01� -�	����	�	��� ��	 �������� 
��� L2(R) �	�� ���	 ��������
	 
��� L2(R) ���

��	 �������� �
	��	 �������	 + ������� ������� 
��� R� &	�����	�	��� ����	 ��������

�
	��	 �������	 + ������� ������� �	�� ���	 ��������
	 �������
�	�� ��� 
	� ���������


���
	� 
��� �	� 
�����������
� ���� �������	� 
	 2−j ���� �� j ��2����	�� ����
�

3�	 �	��	 �������� 
���
	� �������	�� + Vj 	� 
��� �� � �� ��������	 ���
������ ' $	��	

���
����� 
	 
	����
 �����#	 
��� ��	 ��������������� 
���	 �������� f ��� �� 
�
�	��


	 Vj ������	 
�	���	��	�	�� ���� �	� 

����� 
	 f ����
 j −→ ∞*�
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�� �������	
 ��
�����
 
�� ����

�
� ��
���
� �� �
�
���
 ��
�����
 �
 ������ V0 
��

��
��� ��� φ(x) 
� �
� ���
�����
�� �
� ��
����
� φ(x− k) (k ∈ Z) �
� �����

 �� 
��	


�
��� ��
� L2(R) ���

‖φ(x− k)‖2L2(R) =

∞∫
−∞

(φ(x− k))2dx =

k+1∫
k

1dx = 1.

�
 ����� �� j �= k� ����� φ(x− j) 
� φ(x− k) �
� �
� �������� ������
���

〈φ(x− j), φ(x− k)〉L2 =

∞∫
−∞

φ(x− j)φ(x− k)dx = 0, j �= k.


� ��
� ��

�
	��
 {φ(x − k) : k ∈ Z} 
�� �

 ���
 �����
��	��
 ���� V0� �
 ����∫∞
−∞ φ(x)dx = 1 �= 0�

�������� 	
� ��������� ��� {Vj : j ∈ Z} ��	 ��� 
�� 
��� ����	��� ������� φ� 
����

���� 	��	 j ∈ Z� ���������� ��� ����	����

{φjk(x) = 2
j
2φ(2jx− k) : k ∈ Z}  !�"#

��	 ��� �
�� ��	������
�� ���� Vj�

����
�������

 $���
 ��
����
 f(x) ∈ Vj �
�� %��
 �����
 ��		
 ��	��
����


��
����
 �
� φ(2jx − k) (k ∈ Z)� &�� �� ��
�����
 '� �
 ������ �� ��
����
 f(2−jx)

�������

� ( ��
����
 V0 
� f(2−jx) 
�� �

 ��	��
����
 ��
����
 �
���
 �
� φ(x−k) : (k ∈
Z) � )
 �
	���*�
� x ��� 2jx �
 ���� ��
 f(x) 
�� �

 ��	��
����
 ��
����
 �
���
 �
�

φ(2jx− k) : (k ∈ Z)�

+� �
��
 ( 	�
��
� ��
 �� ��	���
 φj,k : k ∈ Z 
�� �

 ���
 �����
��	��
� ��
� �
 ����

����
�

δkl =

{
0 si l �= k
1 si l = k

!,



�� �������� �	�

2j
+∞∫

−∞

φ(2jx− k)φ(2jx− l)dx = δkl. 
��
�

��	� ������� 
��
�� �� ���� �� ���������� �� ��������� y = 2jx ��	� �������

2j
+∞∫

−∞

φ(2jx− k)φ(2jx− l)dx =

+∞∫
−∞

φ(y − k)φ(y − l)dy.

���������� � ������ ��� ����� � δlk �� ����	 �� �� �� ������ �� ��!"# �� �� ��������� $�

����� �����	
� �
�������

%��� �� �����&�� �	������ ��	� �������� ��� ��	������ ��������� �� ��!"#� '� ���

������� ��� ��������� ����������

�������� 	
� �� {Vj : j ∈ Z}��� ��� �	
 ���
 ���
���� ���
����� φ� ����� �� � ��

�������� ���
����� �������� �

φ(x) =
∑
k∈Z

pkφ(2x− k) 
��(�

��

pk = 2

∞∫
−∞

φ(x)φ(2x− k)dx. 
��$�

�� ������� �

φ(2j−1x− l) =
∑
k∈Z

pk−2lφ(2
jx− k) 
��)�

��� ���� ���� ����� �
���� 
����

φj−1,l = 2−
1
2

∑
k∈Z

pk−2lφjk 
��*�

��

φjk(x) = 2
j
2φ(2jx− k). 
��+�

�(



��������	�
��� ������ ��� φ ∈ V0 ⊂ V1 �� 	��
 �� �
������ p̃k ∈ C, (k ∈ Z) ������

��� φ(x) =
∑
k∈Z

p̃kφ1k(x)� ������� {φ1k : k ∈ Z} ��� ��� ���� ������������ 	� V1� ��� p̃k

������� ���� ������� ���

p̃k = 〈φ, φ1k〉L2 = 2
1
2

∞∫
−∞

φ(x)φ(2x− k)dx.

��

φ(x) =
∑
k∈Z

p̃kφ1k(x) =
∑
k∈Z

p̃k2
1
2φ(2x− k)

�� 	��
 �� �

φ(x) =
∑
k∈Z

pkφ(2x− k)

�� pk = 2
1
2 p̃k�

���� ������� ����� ������� 	� �� �������� φjk(x) = 2
j
2φ(2jx − k) �� ��������� �� ����

��� φ(x) =
∑
l∈Z

p̃l2
1
2φ(2x− l)� �� �  

φjk(x) = 2
j
2

∑
l∈Z

p̃l2
1
2φ(2(2jx− k)− l)

=
∑
l∈Z

p̃l2
j+1
2 φ(2j+1x− (2k + l)).

!� ������ 
����� ��� pl = 2
1
2 p̃l �
"��� # 	��� 2−

1
2pl = p̃l� �� �  

φjk(x) = 2−
1
2

∑
l∈Z

plφj+1,l+2k(x)

= 2−
1
2

∑
l∈Z

plφj+1,l+2k(x)

= 2−
1
2

∑
l∈Z

pl−2kφj+1,l(x)


��� 	����

φj−1,k(x) = 2−
1
2

∑
k∈Z

pk−2lφj,k(x)

�$



��� ��� �� �	����
� �	���	�


� ��	����� ����
�� �������� ����
���� �������	� ���� pk ��� ������ ������
���� ����

�
 ������

�������� 	
� ��������� ��� {Vj; j ∈ Z} ��	 ��� 
�� 
��� ��� ����	��� ������� φ�


���� �� 
 ��� ����	�	�� ����
�	���

��
∑
k∈Z

pk−2lpk = 2δl0 �

��
∑
k∈Z

|pk|2 = 2 �

��
∑
k∈Z

pk = 2 �

��
∑
k∈Z

p2k = 1 et
∑
k∈Z

p2k+1 = 1�

�� pk ��	 ����� �
� ������

����
�������

 

 �������� �������	 �������� �� ������ �
� ���
�� ������ ���

{φ(x− k), k ∈ Z} ��� ��� �
�� ���������	�� �� 


2δl0 = 2

∞∫
−∞

φ(x− l)φ(x)dx

= 2

∞∫
−∞

[∑
k′∈Z

pk′φ(2(x− l)− k′)
][∑

k∈Z
pkφ(2x− k)

]
dx

= 2
∑

k,k′∈Z
pk′pk

∞∫
−∞

φ(2x− (k′ + 2l))φ(2x− k)dx.

��



��
∞∫

−∞
φ(2x − (k′ + 2l))φ(2x − k)dx = 0 ���� �� k′ + 2l = k � 	
��� 
 ���� k′ = k − 2l��

���	 �� �

2δl0 = 2
∑
k∈Z

pk−2lpk

∞∫
−∞

φ(2x− k)φ(2x− k)dx

= 2
∑
k∈Z

pk−2lpk
1

2

=
∑
k∈Z

pk−2lpk.

�� �������� �������� ��� ������� �� �� �������� �� ������ l = 0� ���� �� ���������

��������� ���� ��������� ������ �� �

∞∫
−∞

φ(x)dx =
∑
k∈Z

pk

∞∫
−∞

φ(2x− k)dx.

 � ������� �� 	!��"����� �� #������� t = 2x− k ���� �� ������ �� ������� �� �
∞∫

−∞

φ(x)dx =
∑
k∈Z

pk
1

2

∞∫
−∞

φ(t)dt.

�� ��	����
∫
φ(t)dt �= 0 ���� �� ������ �� ������ ���� $��� ������%� ��� ��

∫
φ(x)dx

���� �� ������ �� "��	!�� 	� &�� ������� �� ������������� �� �� ��������� ���������

���� ������� �� &�������� ��������� ������� �� �������� ��������
( ∑
k∈Z

pk−2lpk = 2δl0
)
�

�� ������'��� l ��� −l�  ������� ������� ��� ����� ��� l� �� � (∑
l∈Z

∑
k∈Z

pk−2lpk = 2
∑
l∈Z

δl0 = 2.

 � ��#����� �� ����� ��� k �� ������ ����� �� �������� �� �

2 =
∑
l∈Z

(∑
k∈Z

p2k+2lp2k +
∑
k∈Z

p2k+1+2lp2k+1

)

=
∑
k∈Z

(∑
l∈Z

p2k+2l

)
p2k +

∑
k∈Z

(∑
l∈Z

p2k+1+2l

)
p2k+1.

�)



�� ������	��
 l ��� l − k� ��� 
��� ������ ��� l 
��� �� 
���� 
� 
���
� 
��������
∑
l∈Z

p2l �

∑
l∈Z

p2l+1� ������
������
� �����

2 =
∑
k∈Z

p2k
∑
l∈Z

p2l +
∑
k∈Z

p2k+1

∑
l∈Z

p2l+1

= |
∑
k∈Z

p2k|2 + |
∑
k∈Z

p2k+1|2.

�� �����
 E =
∑
k∈Z

p2k �
 O =
∑
k∈Z

p2k+1� �� 
������� �����
� ���
 �������� E
2 +O2 = 2� ��

����� �� 
������
 �� 
�������� �����
� 
� �������� 
� 
������� �� 
����� ����� �
 ��������

�� � E + O = 2� ��� 
��� ����
���� �� E �
 �� O ��
 �� ����� ����
��� E = O = 1� ��

��� 
������ �� 
�����
��
��� 
� �� ���
����� �
��
�
��

�
��
 
����� ��� �� ((Vj), φ)� ��� !���
��� ψ 
���� ��� �� !������ {ψ(x−k); k ∈ Z}
��
 ��� "��� ��
��������� ���� W0 = V1 � V0 ��
 ������� ��������� ��	�� #��
 
��� ψ

��� ��� 
���� !���
���� $� �

1

2

∞∫
−∞

φ(2x)ψ(2x− k)dx =

∞∫
−∞

φ(x)ψ(x− k)dx = 0, ∀k ∈ Z, φ ∈ V0.

����� ������		�
 ��
�
 �	 ��
�
 ��������		�


%��� ������ ����
����
 
������ ������
 ��� �� ���
 &
�� �
����� ���� ����
�����

��� "��� ��
��������� 
� L2(R)� %��� �������� ��� ��� ���
�
���� 
� �� 
�'��
��� (�(

���
 ��
��!��
��� )��� j ∈ Z� ���� ��
��� Wj �� ���������
 ��
������� 
� Vj 
��� Vj+1�

#��
 αj �� ���*��
��� ��
�������� 
� Vj+1 ���Wj� ��� ���
�
���� 
�� �� �
 
� 
� �� 
�'��
���

(�( �� ���
 ��� ������ !���
��� ������ f ∈ L2(R) ���
 &
�� ��������
�� ��� f =
∑
j∈Z

αjf � �+

αjf ⊥ αj′f ���� j �= j′ , �����

L2(R) =
⊕
j∈Z

Wj. -(�./

��� ������� Wj ��
��!��
 ��� �&��� ���
�
���� 
� 
���
���� ��� Vj� ����
 0 
���

f ∈ W0 ⇔ [x �→ f(2jx)] ∈ Wj. -(�(1/

(2



���� �� ��	 
���	��
� ��� ���� ��	�������� {ψj,k}j,k∈Z ���� L2(R)� 
� ��	 �������
�� 
�

	������ ψ ∈ W0 	���� ��� {ψ(x − k)}k∈Z ��	 ��� ���� ��	�������� 
� �������� W0 � ����


���
���� 
������ ��� �����
�	�� 
� 

��	�	
�� ����� �	 ������ ��� {ψj,k}j,k∈Z ��	 ��� ����

��	�������� 
� L2(R)� ���� 	��	� ����	
�� f ∈ L2(R) ���	  	�� ���
	� ����� !

f =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

〈f, ψj,k〉ψj,k

��� ������	 " �� ����� ‖.‖2� #�
	 ��
�	����	

φj,k(x) = 2
j
2φ(2jx− k); k ∈ Z

�$ {φ0,k; k ∈ Z} ��	 ��� ���� ��	�������� 
� V0� %���� V0 ⊕ (
∞⊕
j=0

Wj) = L2(R)� ���

��	�� ���� ��	��������� ���� L2(R) ��	 !

{ψj,k(x) : j ∈ N, k ∈ Z} ∪ {φ0,k(x) : k ∈ Z}.

 

&
'��� ��( ) *�� ������� Wj +(�,

��



����� �� ���	
 � ���
������� ����

������� �� �	
��
� ���
��	��	� ��
��	�	��	 ���	 ψ ��
���� ��	 ���	 
���
�
���	

{ψj,k(x) : j, k ∈ Z} �
�� L2(R)� �	�� �
�� �	��	���� ���
���	 �
��	 �
�
��
� ���� L2(R)

	� �	��	� �	 ψj,k� ���� �
����	����	�	�� � ����� �
���	 ��	 ��� ((Vj), φ)� 	����	�����

ψ ∈ W0 = V1∩V ⊥
0 �	��	 ��	 {ψ(x−k), k ∈ Z} �
�� ��	 ���	 
���
�
���	 �
�� W0� �����


	�����	� 
��	� ���
�� !������	� �
�� ���
�� �
���	� ���� �� ����	 ��	 ��
��	�	��	 ���	

	�� 
��	��	 " ������ �	 �� �
�
��
� ���
�	��	 ��� #

ψ(x) =
∑
k∈Z

(
√
2)c1−k(−1)kφ(2x− k)


$

ck = 〈φ(x),
√
2φ(2x− k)〉 =

√
2

∞∫
−∞

φ(x)φ(2x− k)dx, k ∈ Z

�
�� �	� 

	%
�	��� �	 φ ���� V1 ��� ����
�� " �� ���	 {√2φ(2x − k) : k ∈ Z}� &
��	
����

�	 

�����	 " ���
�'	� �	� ��
������� �
� ��� �	 ψ ���� �	 ψ̂� 	� ��������	� ��

������
���	 �� 	��	 �	 (
���	� �
�� 
��	��� ��	���	���
� �	 ψ " ������ �	 
	��	 �	 ψ̂�

����� �����
�������� ��� ���
������� �� φ

���� 
	��	 �	
��
� �
�� �
�� �	�	�
�� " )*+,�

����� ��� ���� f̂ ���� L2(R) 	� �
�����
�
� �� ���
��
 �� 	� �������� f ∈ L2(R)� ��

	� ����		� {f(x− k) : k ∈ Z} ��� �
�����
�
� ���� L2(R) �	�
�

∞∑
n∈Z

|f̂(ξ + n)|2 = 1 p.p. -.�../

01



��������	�
��� �� ��������	
� �� 
������ �� f(x−k) ��� f̂(ξ)e−2iπξk� ��� ���������


�� ���������� � 〈f, ϕ〉 = 〈f̂ , ϕ̂〉 � �� ���� ���� ��� �

δk0 =

∞∫
−∞

f(x)f(x− k)dx = 〈f(x), f(x− k)〉

= 〈f̂(ξ), f̂(ξ)e−2iπξk〉 =
∞∫

−∞

|f̂(ξ)|2e2iπξkdξ

�� δk0 ��� �� ��	���� �� ��������� ������ �� ��������	���
∞∫

−∞
�� ��� ��		� ����

�������� �
∞∫

−∞

|f̂(ξ)|2e2iπξkdξ =
∑
n∈Z

(n+1) 1
2∫

n 1
2

|f̂(ξ)|2e2iπξkdξ.

!��� 

δk0 =
∑
n∈Z

(n+1) 1
2∫

n 1
2

|f̂(ξ)|2e2iπξkdξ =
∑
n∈Z

1∫
0

|f̂(ξ + n)|2e2iπξkdξ

=

1∫
0

(∑
n∈Z

|f̂(ξ + n)|2)e2iπξkdξ.
�� �����"�� 
#����
 �
����� �� ��
��"	� �� �� ���$��#���� 	�������� �� ����
������ ��

��
������� %�
�
����� ��� ��� %��� �� �������� &'%
��������
∑
n∈Z

|f̂(ξ+n)|2 ��� ���(������

�� 
������ cn ���� ������ %��� n �= 0 �� c0 = 1� !���∑
k∈Z

|f̂(ξ + k)|2 = 1 p.p. �&�&)�

����$���� �� �� �
������ ����� %�� $���� ������� ��� ��������
�� ����� �������� 
������

���	��� ��� ���� ��������	
� %��� V0 ���� �$��� �� ���������� ���$����

)&



���������� �	
 �� φ̂ ��� �� ���	�
���
� �� ������� ���	� 
�	����	 
������ φ ∈ L2(R) ����

�	� ���� ����� ∑
n∈Z

|φ̂(ξ + n)|2 = 1 p.p.

����� �����	


���� ((Vj), φ) ��� �	
� ����� 
������� g ∈ V1 ���� ���� ������ �� ����� ��� ��������

�� �� ���� ����������� {√2φ(2x− k) : k ∈ Z} ���� V1 ����� �

g(x) =
∑
k∈Z

√
2bkφ(2x− k).

������� ���
∑
k∈Z

|bk|2 < ∞� ���� ������� 
����� ��� 
������� ������������

mg(ξ) =
∑
k∈Z

bk√
2
e−2πikξ ∈ L2(T)  ���!"

�# T ���������� �� $����� �� ������ ������ %� 
������� mg(ξ) ��� ������ ������ ������� & ��

�� 
������� g� %� '���� m0 ������� & �� 
������� ������� ��� ������� ������ ������ ���������

������� & φ� (��� ����� �)�������� �� '���� ��������

��
����� �	� �� ((Vj), φ) ��� �	� ��� �� g ∈ V1� �����

ĝ(2ξ) = mg(ξ)φ̂(ξ) p.p.  ���*"

�
�����������	 +� �

g(x) =
∑
k∈Z

√
2bkφ(2x− k)

���� ��� ����� {bk : k ∈ Z} �� ����� ��������� %� �����
����� �� ,������ �� φ(2x− k)

����� 1
2
e−2iπk ξ

2 φ̂( ξ
2
) �� � �

ĝ(ξ) =
∑
k∈Z

√
2bk

1

2
e−2iπk ξ

2 φ̂(
ξ

2
)

=
(∑

k∈Z

√
2bk

1

2
e−2iπk ξ

2

)
φ̂(

ξ

2
) = mg(

ξ

2
)φ̂(

ξ

2
)

--



�� ������

ĝ(2ξ) = mg(ξ)φ̂(ξ).

�� ��	�
��� ���	 
���� 
��
������ 
�����

� ��� 	����

�������� 	
	� ���� ((Vj), φ) ��� �	
� �� 
���� m0(ξ) =
∑
k∈Z

bk√
2
e−2πikξ ������� � φ

��������� � �

1 = |m0(ξ)|2 + |m0(ξ +
1

2
)|2 p.p. ������

�� m0(ξ) �= 0 �� m0(ξ +
1
2
) �= 0 ������� ������� ξ ∈ R

����
�������

 ��� ������� �� � φ̂(ξ) = m0(
ξ
2
)φ̂( ξ

2
) �� 
��� � ���	 �������	 �

δ0k = 〈φ(x), φ(x− k)〉 = 〈φ̂(ξ), φ̂(ξ)e−2iπkξ〉

=

∞∫
−∞

φ̂(ξ)φ̂(ξ)e2iπkξdξ =

∞∫
−∞

|φ̂(ξ)|2e2iπkξdξ

=

1∫
0

( ∞∑
l=−∞

|φ̂(ξ + l)|2)e2iπkξdξ =

1∫
0

( ∞∑
l=−∞

|m0(
ξ + l

2
)φ̂(

ξ + l

2
)|2)e2πikξdξ.

�� ���	��� 
� 	�������� 	�� 
�	 l ����	 �� ������	 	��������� �� �� ���
�	��� 
���������

���� �� ���	 �������	 �

δ0k =

1∫
0

( ∞∑
l=−∞

|m0(
ξ

2
)φ̂(

ξ

2
+ l)|2 +

∞∑
l=−∞

|m0(
ξ + 1

2
)φ̂(

ξ + 1

2
+ l)|2

)
e2πikξdξ

=

1∫
0

(
|m0(

ξ

2
)|2 + |m0(

ξ + 1

2
)|2
)
e2πikξdξ.

���	��� ����� �������� �	� !�
��
� ���� ���� k ∈ Z ���	 �������	 �������

 "



����� �����		
�� 
� ����� mg ���� g ∈ W0

����� ������� �	���
��� �� 
��� ���� ��� ��� ((Vj), φ) ������ g ∈ W0 = V1∩V ⊥
0 ⊂ V1 =

W0 ⊕ V0� mg ����� ���� �	�������� ������ �� m0 �� ����� 
���� !�� ������� " �� #�������

�	��$���� φ� %��� ������ ������� ��	�� �&���� ��� #������� � 
��������� β ∈ L2(T) �����

���

mg(ξ) = e−2iπ(ξ+ 1
2
)β(2ξ)m0(ξ +

1

2
)) ����'�

�����(������ �������� ���

mg(ξ)m0(ξ) +mg(ξ +
1

2
))m0(ξ +

1

2
)) = 0 p.p. ξ ∈ R ����)�

������� g(x) ⊥ V0� �� �

0 =

∞∫
−∞

g(x)φ(x− k)dx = 〈g(x), φ(x− k)〉 ∀k ∈ Z.

����� �� �����#����� �� *������ �� φ(x− k) ��� φ̂(ξ)e−2iπξk �� �	�� ���� �� �	�������� ��

�����$���� ���

0 =

∞∫
−∞

ĝ(ξ)φ̂(ξ)e2iπξkdξ =
∑
k∈Z

k+1∫
k

g(ξ)φ̂(ξ)e2iπξkdξ

=

1∫
0

∑
k∈Z

g(ξ + k)φ̂(ξ + k)e2iπξkdξ.

������ ��� ���+������ �� �� ����� �� *������ ��
∑
k∈Z

g(ξ + k)φ̂(ξ + k) ���� ���� 
��� k ∈ Z�

���� �� ���
��,��� ξ 
�� 2ξ ���� �!������ -

∑
k∈Z

g(2ξ + k)φ̂(2ξ + k) = 0 p.p.

./



�� ��������� �	�
������ 
� 
���� ĝ(2ξ) = mg(ξ)φ̂(ξ) �� φ̂(2x) = m0(ξ)φ̂(ξ) �	�������� ����

��
���� 
������ �

0 =
∑
k∈Z

mg(ξ +
k

2
)φ̂(ξ +

k

2
)m0(ξ +

k

2
)φ̂(ξ +

k

2
) p.p.

=
∑
k∈Z

mg(ξ +
k

2
)|φ̂(ξ + k

2
)|2m0(ξ +

k

2
) p.p.

�� ������� �� ��������� ��� ��� � ������� �� ��� � ������ ���� �������� �

0 =
∑
k∈Z

mg(ξ+k)|φ̂(ξ+k)|2m0(ξ + k)+
∑
k∈Z

mg(ξ+
2k + 1

2
)|φ̂(ξ+2k + 1

2
)|2m0(ξ +

2k + 1

2
) p.p.

����� mg �� m0 ���� �������
����� �� ���� ��� ������ �� ���
���� �� �� � �

0 = mg(ξ)m0(ξ)
∑
k∈Z

|φ̂(ξ + k)|2 +mg(ξ +
1

2
)m0(ξ +

1

2
)
∑
k∈Z

|φ̂(2ξ + 1

2
+ k)|2 p.p.

�� �� �������� ���� !� �� �	�� ���� ��� �

0 = mg(ξ)m0(ξ) +mg(ξ +
1

2
)m0(ξ +

1

2
) p.p.

�� ��� 
���� �� ���������

�� �� �������� 
	��"���� ���� ����� �� ��� m0(ξ) �= 0 ��m0(ξ+
1
2
) �= 0 ���� ξ ∈ R� ����

�� ������� (m0(ξ),m0(ξ+
1
2
)) ��� ��� ��� ���� �� ��������� �	�������� ����#! �� �� 
�
������


� ���
��� �������� 
��� C2 �$ ������ 〈(a, b), (c, d)〉 = ac+bd!� �� ������� (mg(ξ),mg(ξ+
1
2
))

��� ������
�������� �� ������� (m0(ξ),m0(ξ+
1
2
)) ���� %��� (m0(ξ +

1
2
),−m0(ξ)) ��� �����

������
�������� $ (m0(ξ),m0(ξ +
1
2
)) p.p� &� �'���� 
��� ��� �������� α(ξ) ����� ��� �

(mg(ξ),mg(ξ +
1

2
)) = α(ξ)(m0(ξ +

1

2
),−m0(ξ)) p.p

�� ������

mg(ξ) = α(ξ)m0(ξ +
1

2
) p.p ����(!

 )



��

mg(ξ +
1

2
)) = −α(ξ)m0(ξ) p.p. ������

�	

� m0 ��� ��
���	������ ��������	� ������ �

����� ��� �

mg(ξ +
1

2
) = α(ξ +

1

2
)m0(ξ + 1) = α(ξ +

1

2
)m0(ξ) p.p. ������

��� ������	�� ������ �� ������ �

������� ���

α(ξ +
1

2
)m0(ξ) = −α(ξ)m0(ξ).

�	

� m0(ξ) �= 0 	� m0(ξ +
1
2
) �= 0 
������ 
���	�� ξ ∈ R�

α(ξ +
1

2
) = −α(ξ) et α(ξ + 1) = −α(ξ +

1

2
) = α(ξ) p.p. ������

�	

� α(ξ + 1
2
) = −α(ξ) = e−iπα(ξ) p.p.� �� ���� ���� ��� q(ξ) = e2iπ(ξ+

1
2
)α(ξ) ���

1
2
�
���	������ ��� �	��������� �� � ���� ��� !	����	� ��
���	����� β(ξ) = q( ξ

2
) ����� ���

α(ξ) = e−2iπ(ξ+ 1
2
)β(2ξ) p.p� "� ��#�������� ���� �� ������	� ������ �	�� 	#���	�� �

mg(ξ) = e−2iπ(ξ+ 1
2
)β(2ξ)m0(ξ +

1

2
) p.p.

�	�� 
	���� ��� β(ξ) ∈ L2(T)� 	� 
	���� ��� α(ξ) ∈ L2(T)� $� mg ∈ L2(T) �%	�� ����&��

�� 	� �

‖mg‖22 =

1∫
0

|α(ξ)|2|m0(ξ +
1

2
)|2dξ

=

1
2∫

0

|α(ξ)|2|m0(ξ +
1

2
)|2dξ +

1∫
1
2

|α(ξ)|2|m0(ξ +
1

2
)|2dξ.

"� 
	���� x = ξ − 1
2
�� �� ��������� ������ 	� �

1∫
1
2

|α(ξ)|2|m0(ξ +
1

2
)|2dξ =

1
2∫

0

|α(x+
1

2
)|2|m0(x+ 1)|2dx

=

1
2∫

0

|α(x)|2|m0(x)|2dx.

�'



����� 1 = |m0(ξ)|2 + |m0(ξ +
1
2
)|2� �� � �

‖mg‖22 =

1
2∫

0

|α(x)|2(|m0(x)|2 + |m0(x+
1

2
)|2)dx

=

1
2∫

0

|α(x)|2dx =
1

2

1∫
0

|α(x)|2dx =
1

2
‖α‖22

	� 
�� ���
�� 
�� α ∈ L2(T)�

���� ���	����� ����
����
 � �� 	���
��	
��� �� ��������

� ���� � ���
�� �� �����

((Vj);φ)� ����� ���� ������� ��� ���	
��� ψ ∈ W0 = V1 ∩ V ⊥
0 � ������� �� ��	
���

���	����
�� �� ����
� �� ���	
��� � �������
�� β ∈ L2(T) 
���� 
�� �

mψ(ξ) = e−2iπ(ξ+ 1
2
)β(2ξ)m0(ξ +

1

2
). !��""#

$� β ≡ 1 ��
 ��� ���	
��� 1 �������
�� ���� L2(T)� %�� ���	
��� ψ ∈ V1 
�� ����&� !��""#

���� β ≡ 1 ���
 ����� ��
������� !���'# �
 ���	

ψ̂(ξ) = mψ(
ξ

2
)φ̂(

ξ

2
) = e−2iπ( ξ

2
+ 1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
) p.p.

�������� 	
		 ���� ((Vj);φ) ��� �	
 �� �����
�����

ψ(x) =
∑
k∈Z

p1−k(−1)k
√
2φ(2x− k) ∈ V0, pk ∈ l2(Z) !��"(#

����� ���

ψ̂(ξ) = e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
) p.p. !��"'#

����� ψ ��� ��� ��
������ ���� ���� ���	
 ((Vj);φ)� ��������
��� ��� �� ������� {ψ(x−k) :

k ∈ Z} ��� ��� ���� ������������ ���� W0 = V1 ∩ V ⊥
0 �

")



��������	�
��� ���� ���������	 ���
 �

����
 ��� ���
 �����


��
 �� ����
����

��� ψ̂ �� �

����
 �� ������� ψ ��� �� ����
������ �� ����
�� 
����
�� ����� φ̂ ∈ L2(R)

�� ��� |m0| �
� ������ ��� ������	 
� 
��� 
�
� ��� ψ̂ ∈ L2(R)  �� ��� ���
������ ���

ψ ∈ L2(R)� !��
 �������
 ��
�
�� ��� �� ���
��� {ψ(x − k) : k ∈ Z} �
� ��� ��
�

���"��������� #� �

∑
k∈Z

|ψ̂(ξ + k)|2 =
∑
k∈Z

|m0(ξ +
k

2
+

1

2
)|2|φ̂(ξ + k

2
)|2

=
∑
r∈Z

|m0(ξ +
2r + 1

2
+

1

2
)|2|φ̂(ξ + 2r + 1

2
+

1

2
)|2

+
∑
r∈Z

|m0(ξ +
2r + 1

2
)|2|φ̂(ξ + 2r + 1

2
)|2.

$� ����� �� �� ���
��
�
�� �� m0	 ��
 �%��
��
 ���
������ &

∑
k∈Z

|ψ̂(ξ + k)|2 = |m0(ξ)|2
∑
r∈Z

|φ̂(ξ + 2r + 1

2
+

1

2
)|2

+ |m0(ξ +
1

2
)|2
∑
r∈Z

|φ̂(ξ + 2r + 1

2
)|2.

'� ���%��
�� ������	 ���
 ����
 &

∑
k∈Z

|ψ̂(ξ + k)|2 = |m0(ξ)|2 + |m0(ξ +
1

2
)|2

= 1.

���� ������ ��� ψ(x − k) �
� ���"�%����� ( V0	 ���
 �������
 ��� �"���� ψ(x − k)

�
� ���"�%����� ( �"���� φ(x − n)� ��� �� �"���)�� �� �����"���� �$� ����*��	 
� 
�+�

�� ������� ��� 〈(ψ(x − k))∧, (φ(x − n))∧〉 = 0 ∀k, n ∈ Z� ���� ������� ��� ψ(x) �
�

���"�%����� ( V0	 ���
 �������
 ��� 〈(ψ(x))∧, (φ(x − k))∧〉 = 0 ∀k ∈ Z� ����� ��


����
������
 �� ����
�� �� ψ(x− n) �� φ(x− k) 
��� �%���
 ( ψ̂(ξ)e−2iπξn �� φ̂(ξ)e−2iπξk

,-



����������	�
�� ��� 
����� �� 
����� 
��� ���
�

〈(φ(x− k))∧, (ψ(x))∧〉 = 〈m0(
ξ

2
)φ̂(

ξ

2
))e−2iπξk, e−2iπ( ξ

2
+ 1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
)〉

=

∞∫
−∞

e−iπξ(2k−1)eiπm0(
ξ

2
)φ̂(

ξ

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
)dξ

=

∞∫
−∞

(−e−iπξ(2k−1))m0(
ξ

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)|φ̂(ξ

2
)|2dξ.

���� t = ξ
2
�
 � �

〈(φ(x− k))∧, (ψ(x))∧〉 = 2

∞∫
−∞

(−e−2iπt(2k−1))m0(t)m0(t+
1

2
)|φ̂(t)|2dt

= 2
∑
n∈Z

(n+1) 1
2∫

n 1
2

(−e−2iπt(2k−1))m0(t)m0(t+
1

2
)|φ̂(t)|2dt.

�� 
����� 
��� ����
�
�

〈(φ(x− k))∧, (ψ(x))∧〉 = 2

1∫
0

m0(t)m0(t+
1

2
)
∑
n∈Z

|φ̂(t+ n)|2(−e−2iπt(2k−1))dt

= 2

1∫
0

m0(t)m0(t+
1

2
)(−e−2iπt(2k−1))dt.

��		� m0(t) =
∑
n∈Z

cn√
2
e−2iπξn 
��� ���
�

〈(φ(x− k))∧, (ψ(x))∧〉 =
1∫

0

∑
n∈Z

∑
m∈Z

(−1)mcncm(−e−2iπt(n+m+2k−1))dt.

���
������� ��� 
�
 
���� �����	�
� ���� �� n + m + 2k − 1 = 0 
����� ! "��� m =

−n− (2k − 1)�� ��
�

〈(φ(x− k))∧, (ψ(x))∧〉 =
∑
n∈Z

(−1)−n−(2k−1)cnc−n−(2k−1). 
���#�

�$



���� �����	� 
	��	 ��

	 � ������ ��	 n ���� ��
����� �
�����	 ��	 −n − (2k − 1) 	��

�
���� ������� �� � ���


(−1)−n−(2k−1)cnc−n−(2k−1) + (−1)nc−n−(2k−1)cn = 0. ������

��

	 cn ∈ l2(Z)� �� ����	 
���	��	 ������
	��� ���
 �	� �����	
	��� �������� ����

������ 
����	�� ��	 �� ��

����� ���� ���������� ���� � 	�� ����	 ! "	�� 	� ��� 
������	��

��	 {ψ(x− k) : k ∈ Z} ⊥ V0 ∀k ∈ Z�

#������� 	� $� ��	 {ψ(x − n) : n ∈ Z} 	�� ��	 ���	 ���%����
�	 �	 W0� &��� ������

��	 ���� n ∈ Z, {ψ(x− n) ∈ L2(R)}� '� ����	

ψ̂(ξ) = e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
) = e−2iπ( ξ

2
+ 1

2
)
∑
k∈Z

ck√
2
e−2iπ( ξ

2
+ 1

2
)kφ̂(

ξ

2
)

= e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)
∑
k∈Z

c−k√
2
e−2iπ( ξ

2
+ 1

2
)kφ̂(

ξ

2
) =
∑
k∈Z

c−k√
2
e−2iπ ξ

2
(k+1)e−iπ(k+1)φ̂(

ξ

2
).

��

	 (φ(bx−a))∧ = 1
b
e

−2iπξa
b φ̂( ξ

b
)� �� �����(��
�	 ���	��	 �	 e−2iπ ξ

2
(2k+1)φ̂( ξ

2
) 	�� 2φ(2x−

(k + 1))� �� � ���
 )

ψ̂(ξ) =
∑
k∈Z

(−1)k+1 c−k√
2
F(2φ(2x− (k + 1)))

ψ(x) =
∑
k∈Z

(−1)k+1c−k

√
2φ(2x− (k + 1))

=
∑
k∈Z

(−1)kc1−k

√
2φ(2x− k).

�� ���� ��	 ψ(x) ∈ V1� ���* ψ(x−k) ∈ V1, ∀k ∈ Z� ���� ���� ��	 {ψ(x−k) : k ∈ Z} ⊂ W0

	�� ��	 (�
���	 ���%����
�	 �	 W0� &��� ��������� ��	 g ∈ W0� ��� ����+� 	� ������

���� �����

ĝ(ξ) = e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)β(ξ)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
).

= β(ξ)ψ̂(ξ)

,-



����� β(ξ) ∈ L2(T)� ���� 	��
��� ��
�
� �� ��
�� �� ���
��
 ����� β(ξ) =
∑
n∈Z

ane
2iπnξ�

���� �� �

ĝ(ξ) =
(∑

n∈Z
ane

2iπnξ
)
ψ̂(ξ) =

∑
n∈Z

ane
2iπnξψ̂(ξ).

����� �� �
�����
��� �� ���
��
 ��
�
�� �� e2iπnξψ̂(ξ) ��� ψ(x+ n)� ���� �
��� ���

g(x) =
∑
k∈Z

akψ(x− k)

�� ��� ������
� ���� ��� ����� �������� g ∈ W0 ����	
��� ����� ��� �����������

������
� ��� �
��������� �� ψ�

������� ���	 ����������� �� 	

� �
�

���� ��� ����	��� ���� 
������ �����
��
� ��� �������� ψ(x) ∈ W0 ⊂ V1 ����� ��� �

〈φ, ψ〉 = 0 et 〈ψ, ψ〉 = 1.

����� ψ ∈ V1� ���� 
������ �
��
�
 ��� ������
�� a1 �� a2 ���� ��� ψ(x) = a1
√
2φ(2x) +

a2
√
2φ(2x − 1)� ���� ���� ��
��� ����� ��� φ(x) = φ(2x) + φ(2x − 1)� �� 	
����
�

��������� ����� 0 = a1√
2
+ a2√

2
� ���� a2 = −a1� �� 	��� �� �������� ��������� �����

1 = a21 + a22� ���� �
��� a1 =
1√
2
�� a2 = − 1√

2
� ���� �� ��������� ��
� ��  ��
 ��� �

ψ(x) = φ(2x)− φ(2x− 1)

=

⎧⎨⎩
1 si x ∈ [0, 1

2
);

−1 si x ∈ [1
2
, 1);

0 ailleurs.

= χ[0, 1
2
) − χ[ 1

2
,1).

�� ��� �����

ψjk(x) =

⎧⎨⎩
2

j
2 si x ∈ [ k

2j
, k
2j

+ 1
2j+1 );

−2
j
2 si x ∈ [ k

2j
+ 1

2j+1 ,
k+1
2j

);
0 ailleurs.

!"



�� ����� ��		�
��	 �		�
�� � �� ���
���� �
����� �� ���� �	�

m0(ξ) =
∑
k∈Z

ak√
2
e−2iπkξ =

1

2
+

1

2
e−2iπξ.

�� ������ ���
 ���� ������ �� ψ̂� ���	 ������	 
��	������ ψ� �� ����

ψ̂(ξ) = e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
)

= e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)
(1
2
+

1

2
e−2iπ( ξ

2
+ 1

2
)
)
φ̂(

ξ

2
) =

1

2
φ̂(

ξ

2
)− 1

2
e−2iπ( ξ

2
)φ̂(

ξ

2
).

 ���� F−1(1
2
φ̂( ξ

2
)) = φ(2x) �� F−1(1

2
e−2iπ( ξ

2
)φ̂( ξ

2
)) = φ(2x− 1)� ���	 �������	

ψ(x) = φ(2x)− φ(2x− 1).

�� ����� �� ����� ��		�
��	 m0 �� �� ����� ��		�
���� m1 = e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)m0(

ξ
2
+ 1

2
) ������	���

��	 ���������	 !������	 ��� �� ���
���� �
����� φ�

 

"�!��� #�$ % ��������� �� ���� &$'�

(��	 �� �����)�� 	������� ���	 ��������	��	 �� ��	����� ��������� ��� ���	 	��� �����

���	 �� 	���� �� 
� ��������

�������� 	
	� ��������� 
���������������� 
� ���������������������������� �

���� f ∈ L2(R) �� suppf̂ ⊂ [−1
2
, 1
2
]� ���	


f(x) =
∑
k∈Z

f(k) sinc(x− k)

$*



�� �� ����� ���	
��
�� ���
����� �� ��� �	���� �������� ���������
 �
 �������	���
 ���

������
 � �� ����� ���� ‖.‖2 ���

��������	�
��� ���� ������ ��� ����	� 
 �� �
������� ������� �� ����� ���	��� �	���

���� �

�
��
 ���� ���������� ��� ����
���� { 1√
2a
e

inxπ
a : n = · · · − 2,−1, 0, 1, 2 · · · } ����
��


�� ��� ���� ��
������	� ���� L2[−a, a]�  � f(x) =
∞∑

n=−∞
αne

inπx
a ! ����� αn =

1
2a

a∫
−a

f(x)e−
inπx

a dx�

���� ���������� ��� ������� ��� ��� ��������� {sinc(x − k) : k ∈ Z} ������� ���

����� ���
������� ���� L2(R) ��� �� ����� ���������� ��� ��������� {e2πikxχ]− 1
2

1
2
[(x)}k∈Z

������� ��� ����� ���
������� ���� L2(R) !� ����������� �� "������ �� ��� ���������

�����

F
(
e2πikxχ]− 1

2
, 1
2
[(x)
)
(ξ) =

1
2∫

− 1
2

e2πikxe−2πikξdx

=

1
2∫

− 1
2

e−2πik(ξ−k)xdx

=
[ 1

−2πi(ξ − k)
e−2πik(ξ−k)x

] 1
2

− 1
2

= sinc(ξ − k).

#���� �� ����������� �� "������ ��� ��������� ���� �������� ��� ��� ��������� {sinc(x−k) :

k ∈ Z} ���� ���
�������� $����� ���� ���� f ∈ L1(R) ∩ L2(R) ���� ���	��� �%������

f̂(x) �� ������ �� "������ ���� �&�����	���� [−1
2
, 1
2
]

f̂(ξ) =
∞∑

k=−∞
cke

2πikξ

��



��

ck =

1
2∫

− 1
2

f̂(x)e−2πikξdξ. ������

	
���
��� ��� 
�� ������ �
����

�� ��� ������ �� ������� ���������� �
� �
����� � 



����� ‖.‖2
(− 1

2
, 1
2
)
� ����� � ����

1
2∫

− 1
2

|f̂(ξ)−
N∑

k=−N

cke
2πikξ|2 −→ 0 quand N −→ ∞.

����� ���� ��
�
�

��� �
�� �� ������


�  ��� 

 ����������� �
�� L2(−1
2
, 1
2
) ���
����



 ����������� �
�� L1(−1
2
, 1
2
)� ����

1
2∫

− 1
2

|f̂(ξ)−
N∑

k=−N

cke
2πikξ| −→ 0 quand N −→ ∞. ����!�

"� �� 
 
� ����
�
� ����
���

����� ���� ���� f, f̂ ,∈ L1(R)� ����	

f(x) =

∞∫
−∞

f̂(ξ)e2iπxξdξ p.p. x ∈ R. ����#�

�� f 
	� ������

� �� ����
�
 ����#� 
	� ������
 ��
� ��
� x ∈ R � �����

����� suppf̂ ⊆ [−1
2
, 1
2
]� �� 
��$�������� �� ck �
�� ������ �� �
� 
� 
���� ��������� ��


 ck = f(−k)� %� ���
��
�� ������ �� 
����� �� 
 

 &����
� ����
���

f(x) =

∞∫
−∞

f̂(ξ)e2iπxξdξ =

1
2∫

− 1
2

(∑
k∈Z

f(−k)e2πikξ
)
e2πixξdξ ∀x ∈ R.

'(



������� �	
��
 ���� ������� �������� �� ��������� �� �������������
 ���� ���� x ∈ R�

�� �

f(x) =
∑
k∈Z

f(−k)

1
2∫

− 1
2

e2πi(x+k)ξdξ

=
∑
k∈Z

f(−k)
[ 1

2πi(ξ − k)
e2πik(x−k)ξ

] 1
2

− 1
2

=
∑
k∈Z

f(−k) sinc(x+ k) =
∑
k∈Z

f(k) sinc(x− k).

��� ������ ���������� ���� L2(R)
 �� ����� ����� {sinc(x− k) : k ∈ Z} ��� �� � �����

���!�������

‖f(x)−
N∑

n=−N

f(k) sinc(x− k)‖2 = ‖
∑
|n|>N

f(k) sinc(x− k)‖2 =
√∑

|n|>N

|f(k)|2

�������� ���� 0 "���� N −→ ∞ ��� {f(k) : k ∈ Z} ∈ l2(Z)
 #���� {sinc(x− k) : k ∈ Z}
$������ ��� %��� ���!�������

&��� ������ �'���"��� ������� �� �������� ��� ��� ��' ����������� �(�� �� "���� �� �

��� �%���� �� ������ ������������ ������� ��� ������ ����
 )� ��� ��!������������ ��*���

�� $��� "�� ��� $�������� ���������� ���� ������������ ����������� �� ���� ������ �����

������� ��� �������%�� �����%��%�� Z
 )� ��� ������� ��� ��������� ����� "���� ���

������� + �� ���%���' ������� �� ������������ ���������� �� ����!������������


������� ���	 ����	�

� �� ������� ��


)��'����� ��
 ���� � �����

φ̂(ξ) = ŝinc(ξ) = χ[− 1
2
, 1
2
)(ξ)

,-



���� �� �����	��
�� 
������ �� ����
�� ��� �

1
2∫

− 1
2

e2iπξxdξ =
1

2iπx
(e2iπx

1
2 − e−2iπx 1

2 ) =
1

πx

eiπx − e−iπx

2i
=

sin πx

πx
.

��
����
∑
k∈Z

|φ̂(ξ + k)|2 = 1 p.p ∀ξ ∈ R� {φ(x − k) : k ∈ Z} �����
��� �� �����
�

��������
�� ���� L2(R)� ��� ����������
��
�� ��� ����������� �� φ(x)� ���� ������������

�� 	�
� ��� φ̂(ξ) = χ[− 1
2
, 1
2
)(ξ)� ���� ������� V0 ��

� �������� ��� 	����
��� � �����

�


����

V0 = {φ ∈ L2(R) : φ̂(ξ) = 0 ∀ |ξ| > 1

2
}.

��� �� ������
� ��������
�������� �� ��
��� ��!"������!#�����
 ��� �
 φ ∈ V0� �����

φ(x) =
∑
k∈Z

φ(k) sinc(π(x− k)) ���� ‖.‖2� $
��
 �� ���
� �������� �

���
����

%��� {φ(x− k) : k ∈ Z} ��� ��� ���� ��������
��� �� V0� &��� ������� ���� �������

Vj = {φjk(x) = 2
j
2φ(2jx− k) : k ∈ Z}.

%���

Vj = {φ ∈ L2(R) : φ̂(ξ) = 0, |ξ| > 2j
1

2
}.

&��� ������ ���� ��� {Vj : j ∈ Z} ��� ��� $'( ���� ��

� 	����
�� ���������

φ(x) = sinc(πx)�

)� ����
��� �� �������
�� �� ��� �����
���� ������������
�� ���� ��
��
��� ���
�	�
��

���� ������ Vj� %���
⋃
j∈Z

Vj = L2(R) ���� ��
� �� 	�
� ��� ������
���
�� f −→ f̂ ��� ���

�
*���
�� �� L2(R) ���� ��
 
+
� �� ����
 �� �� �����
�� �� ���������� , �� $���-� .�

"�
� ���� φ ∈ L2(R)� $���� φ̂ ∈ L2(R) ��

φ̂(ξ) = χ[−2j 1
2
,2j 1

2
)(ξ).

/0



����� φj ∈ Vj �� ‖φ̂j − φ‖2 → 0 �	
�� j → ∞
 ���� ‖φj − φ‖2 → 0 �	
�� j → ∞


��
���� ����
���� ��� ������� �� 


φ̂(ξ) = m0(
ξ

2
)φ̂(

ξ

2
) = χ[− 1

2
, 1
2
)(ξ)

�����
������� m0 ∈ L2(T)� ����m0 ��� 	�� ��������� ����������	� �� χ[− 1
4
, 1
4
)(ξ)
 ��
����

����������� ���� �	 �������� �
�� � ��� ����� �� ��
��!����� �� "�	����#� �� 


ψ̂(ξ) = e−2iπ( ξ
2
+ 1

2
)m0(

ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
) p.p

= e−iπξe−iπm0(
ξ

2
+

1

2
)φ̂(

ξ

2
)

�� ����

ψ̂(ξ) = e−iπξ
(
χ[−1,− 1

2
)(ξ) + χ[ 1

2
,1)(ξ)

)
p.p

��� ��� ��	��
���� 
�� �	���
	�� 
� ����� 
����������

����������� 
��� L2(R)

����� �����	 
���
���� ��
 �
��������� ��
��

$�	� ��	� k ∈ Z� �� 
 ����� ������
��	� ��
���
���� Tk �
� Tkφ(x) = φ(x−k) = φk(x)


��������� �	
 ���� V ∈ L2(R) �� ��	
�� ��
�� ��� ����� ��� ��	
�� ��� ��� ���

�
��

	

 �

���
���� �� �� ��������� �� Tkφ ∈ V ∀k ∈ Z ������� ���� φ ∈ V, k ∈ Z� �� Tφ =

{φk : k ∈ Z} 
��
� Tφ ������
� �� ���� ��	
�� ��
�� 〈Tφ〉 ���� ���	������ 〈φ〉� ����� �

��
� �
 ��
����
� �
�� L2(R) �� ������ ��� ������
����� ����
�
�� ����� ��� ��������� φk�

��� ��	
�� ��� 
		��� ��	
�� 	
����	
� ���

�
�� 	

 �

���
���� ������
� 	

 φ�

�
�� �� �
� �% φ = sinc� 
���� Tφ ��� 	�� !
����� ����������� � �	���	� ŝinc(ξ) =

χ[− 1
2
, 1
2
)(ξ) # �� ���� ��	� 
 ��� �	�

∑
k∈Z

|f(k)|2 < ∞ ��	� ��	�� !������� f ����� �
��

&'



�� ������	� 
����
��������
�� 
� �����
������
���������������� �� ���� V0 = 〈sinc〉 ��
������	��� {Vj = DjV0 : j ∈ Z} ��� ��� ��� � φ = sinc ��� �
 !������� ������� ����

����� ����

����
���� "�� V0 �� W0 ���� �� �����
� 
�� ���
��� �������
�# ���
��
��� �
� ��
���

�
���� 	
�� ��� ��� 
�$������ �	����
��� �
� �
����� % ������
���� 
� 
��
�
���� �
�

Vj = DjV0 ��� ��� ����� ������
��� 
����
��� !��	�� �	������ 
��� j → ∞& 
���� "��

Wj = DjW0 ���� 
�� ���
��� 
��'����� �
���!
��
�� % ()�*+� ,�� ���������� 
�� ���
���

���
��
��� �
� ��
���
���� ��� ��
����� 
� �����"������ ��� �
 ������� 
�� ��
��������

,�� ���������� �
��"��� 
� 〈φ〉 ���� 
����	����� �
� ������ 
� �-���	� Tφ� ���� 
��� φ

��� !������� ��� ����� 

�� L2(R)& �� ����

pφ(ξ) =
∑
j∈Z

|φ̂(ξ + j)|2

�� �����
����� �����
�� Mφ = L2([0, 1); pφ) 
� ������ ��� !�������� m 
� �����
� 1 �
����

!
��
�� %
1∫

0

|m(ξ)|2pφ(ξ)dξ := ‖m(ξ)‖2Mφ
< ∞.

����� ��� ��	��
���� 
�� �	���
	�� 
� ����� 
���������� �����������


��� L2(R)

.�� ���� ��		��/��� �
� 	������ ��		��� pφ ���� 
	��� % ��� ���������

���

�
������� ����� �����
�� 〈φ〉 �� �����
�� Mφ� 0� �$�� ��������� "�� 
� �
�� �
 
�1���

����& �
 !������� pφ ��� ��� !������� �����
�� �������� �� 
� �����
� 1 

�� L1([0, 1); dξ)�

.����
������ 
��� ��� �������� ����
��� ���� 
��# !�������� f̂ , ĝ ∈ L2(R)

[f̂ , ĝ](ξ) =
∑
k∈Z

f̂(ξ + k)ĝ(ξ + k).
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������ ��� pφ = [φ̂, φ̂] �� 	��
 f̂ , ĝ ∈ L2(R)� �� � 


|[f̂ , ĝ]| � [f̂ , f̂ ]
1
2 [ĝ, ĝ]

1
2 .

�� ���
�

〈Tkf, g〉 = 〈(Tkf)
∧, ĝ〉

=
∞∫

−∞
f̂(ξ)ĝ(ξ)e−2iπξkdξ =

1∫
0

[f̂ , ĝ](ξ)e−2iπξkdξ
������

��

��	��� �� k���� ��������� �� ���
��
 �� [f̂ , ĝ] ��� ��� ��� �������� �� L2([0, 1))� ����

���� ����� 


����� ���� ���� f, g ∈ L2(R)� 〈f〉 ⊥ 〈g〉 �� �	 ���
����	 �� [f̂ , ĝ](ξ) = 0 
�
�

���� ��� ����
� 	������

〈f〉 ⊥ 〈g〉 ⇔ 〈Tjf, Tlg〉 = 0 ∀j, l ∈ Z

⇔ 〈Tkf, g〉 = 0 ∀k ∈ Z

⇔ [f̂ , ĝ](ξ) = 0.

�� ��
�� �� ������� �� �
���
� �� 	�
	��������
�� ���
��� ��� 	
���� ������ �!�� 
 ������ ��

"��� ��� ���� ��
� ����� ���� �� ������ #���� �� ��������
� ���
�������� �� ��
�� Jφ : Mφ →
L2(R) � $��� 	�
 Jφm = (mφ̂)∨�

��	
���� ���
 Jφ ��	 ��� �����	��� ��	�� Mφ �	 〈φ〉�����

�	�
�������
�� %� ���� ��� Jφ ��� ��� ���& �
�� ���
� Mφ �� 〈φ〉 ��� �� ���� ������

�� �!�
'�&��� �� 	 
����������

‖Jφm‖2L2(R) =

∞∫
−∞

|m(ξ)|2|φ̂(ξ)|2dξ

=

1∫
0

|m(ξ)|2
∑
k∈Z

|φ̂(ξ + k)|2dξ = ‖m(ξ)‖2Mφ
.

�(



�� h ∈ 〈φ〉⊥� ����� 〈h〉 ⊥ 〈φ〉 	
� ��� ��
����	

� ��� �	 �	��	 ������	

 �
 �

[ĥ, (Jφm)∧](ξ) = m(ξ)[ĥ, φ̂](ξ) = 0 p.p. ∀m ∈ Mφ.

�� ��	
 ���
 ��	 Jφm ∈ (〈φ〉⊥)⊥ = 〈φ〉� ���� Jφ 	
���	 Mφ ��
� 〈φ〉� �� JφMφ �= 〈φ〉� �����
JφMφ �	���
 �
 ���� 	����	 �����	 �	 〈φ〉 �������	 Jφ 	�
 �
	 �����
��	�� ���� �� 	���
	
�
	 ��
�
��
 
�
 
���	 g 
	��	 ��	 �

0 = 〈g, Jφm〉 = 〈ĝ, mφ̂〉 =
1∫

0

m(ξ)[ĝ, φ̂](ξ)dξ ∀m ∈ Mφ.

���� �����
� �����	�	

 ������� m ∈ Mφ� 
	��	 ��	 m(ξ)[ĝ, φ̂] = |[ĝ, φ̂]|�  �
��

0 =

1∫
0

|[ĝ, φ̂]|(ξ)dξ.

�� ��	
 ���
 ��
� ��	 [ĝ, φ̂] = 0� !
 �	�
� �� �	��	 ������	

 � �
 ���	 ��	 g ⊥ 〈φ〉�
"���	 g ∈ 〈φ〉 �
 � �
	 ��

�����
��
�

 �
�	�	

 ��
� �	� �	�� 	����	�Mφ 	
 〈φ〉 ��

 	��	

�	��	�	

 �������	

� ��� �������#

	�� Jφ� �� 	�
 ��
� 
�
��	� �	 �	 �	��
�	� ����	

 �	� �������
�� �	 �� ��
�
��
 �	 �����

pφ ����	���
�	

 ��� �������
�� �	 �� ������	 $�
���
���	 Tφ� %�� !�	���	� ���� �������#


	�� Jφ �	� ��
�
��
� φk (k ∈ Z) ��

 ���$	� �	� ��
�
��
� 	���
	

�	��	� ek = e−2iπkξ�

!
 	&	


Jφ : Mφ −→ L2(R)

ek �−→ Jφek

=
(
ekφ̂
)∨

= (φ̂k)
∨

= φk.

��
� �	 �'�
(�	 {ek = e−2iπkξ : k ∈ Z} 	�
 ��
����	�	

 �
���	
��

 ����	 �	 �'�
(�	
Tφ ��	�
� )	� �	�� 
����(�	� �����

� ��

�	

 ����� �	 �*�	 +��� ��� �� ��
�
��
 pφ� ,-./

0.



�������� 	
	� �� ������� Tφ = {φk = Tkφ : k ∈ Z} �	
������ �
� 
��� 	���	
	����

�� �� �������
� pφ(ξ) = 1 ����

����
�������

 ���� �����	�
� �
�
� �� ���	�
 ��
 ���� k, l ∈ Z, 〈Tkφ, Tlφ〉 = δkl

�� 
	 �
��
�
�	 �� pφ(ξ) = 1, ξ ∈ [0, 1] � �� �	����
�	 �
 	������
 �
 ��
���
�
�� �� 


〈Tkφ, Tlφ〉 = 〈φ, Tl−kφ〉

= 〈φ̂, (Tl−kφ)
∧〉 =

∞∫
−∞

|φ̂(ξ)|2e−2iπξ(l−k)dξ

=

1∫
0

∑
j∈Z

|φ̂(ξ + j)|2e−2iπξ(l−k)dξ =

1∫
0

pφ(ξ)e
−2iπξ(l−k)dξ.

�
 �����	
	 ��
� ���	 �� �
�	 ��
 �
 ���	��
 {ek = e−2iπξk} 
�	 ��
 �
�
 ��	�������
 �


L2([0, 1))

�������� 	
�� pφ > 0 p.p. �� �� �������
� �� �� ������ �
� 
��� 	���	
	���� �� 〈φ〉 ��

�� �	��� {Tkϕ : k ∈ Z} 	� ϕ = ( 1√
pφ
φ̂)∨�

����
�������

 ������
 �
 ���	��
 { ek√
pφ

: k ∈ Z} ����	�	�
 ��
 �
�
 ��	�������


���� Mφ� �
 	������
 ��
� ���	 
� 
������
�	 Jφ � ek√
pφ
� �� 
�
	

Jφ : Mφ −→ L2(R)

ek√
pφ

�−→ Jφ
ek√
pφ

=
( ek√

pφ
φ̂
)∨

= (
1√
pφ

φ̂k)
∨.

���
����
 	
� �	�� �	
�����	
� �������� ������
�� �� ���
��� L2(R) �	�� �� ��	����

�������� ���
� ��
� ���
��	�����	
 �� ��
� �� ��� ����� 
	�� ������	
� �������� 〈φ〉 ⊂ L2(R)�

�
� ������� ��
	�
��
�� �������
�� Tφ = {φk : k ∈ Z} ��
� 〈φ〉

��



� ��� �� ��	
� 	� 〈φ〉 �� �� �����
��� �� �� ������ 	��� ���������� A,B > 0 ���


����������

A‖f‖22 �
∑
k∈Z

|〈f, Tkφ〉|2 � B‖f‖22

���
 ����� �������� f ∈ 〈φ〉�
� ��� ��� ���� 	� ����� 	� 〈φ〉 ���� ������ 	�� ���������� A,B > 0 ������ ���

A
∑
k

|ck|2 � ‖
∑
k∈Z

ckφk‖2 � B
∑
k

|ck|2 ������

���
 ����� ����� ���� {ck}�

���	
 ��

 ��	�������
 

	 ��
 ��

 �
 ��

� 
	 	��	 ��

 �
 ��

� 

	 �� ����
� �



�����

 A,B 
��	 ���
��
 �

 ����

 �� ����
� ��
 �
 
��	 ��
 �����

� �� ����
 ������
��


��	����
 �� ����
 

	 �
 
���
��� �
 	��	

 �

 ����

 ������
��

 
	 �� ����
 
�����
��


��	����
 �� ����
 

	 �������� �
 	��	

 �

 ����

 
�����
��

 �� ����
�  � ����
 

	



��� 
� A = B 
	 �� 

	 �
 !��

"�� 
� A = B = 1� �� ��#��
��
 
�	�
 �� ��

 �
 ��

�


	 �
 ����
 

	 ��
 �

 ����
�	
 �� ����
 �
�"
�	 $	�
 ���
����	
� !��
 �����
��
�	% ��

����
 {φk : k ∈ Z} 

	 ��
 ��

 �
 ��

� 
� 
	 

��
�
�	 
�∑
k∈I

ckφk = 0, {ck} ∈ l2(Z) ⇒ ck = 0, ∀k ∈ Z.

&�	��
 ��

� ��
 	��	
 ��

 ��	�������
 ���
 ��

���
 �
 '���
�	 

	 �� ����
 �
 !��

(

"��� )��� ��	�
 ��	�% �� ����
 �
 !��

"�� ��

	 ��
 ���


���
�
�	 ��
 ��

 ��	�������
�

������� ��	� ���� H = R2 �� �
�����

φ1 = (0,

√
2

3
), φ2 = (

1√
2
,
1√
6
), φ3 = (

1√
2
,− 1√

6
).

���
�� ���
 f = (f1, f2) ∈ R2 ���� �����

3∑
j=1

|〈f, φj〉|2 =
2

3
|f2|2 + | 1√

2
f1 +

1√
6
f2|2 + | 1√

2
f1 − 1√

6
f2|2

= ‖f‖2.

*+



���� {φj}3j=1 ��� �� �	
�� 
� �	���
	� �	�� ����� �	� �
�
������ ��� �	�� �����������


� R2�

���� �� ��	 
���
��� ���� ����� �� ��� Tφ ��� �������� �	���	������ 	���
�������

���� ����� ����	 ������ ���� 
���	�	�� ����� ����� ��� ���� ����������� �� 〈φ〉 � ��
����� ���� ����� ������ ������� ���	��� Tφ ������
�� �� !"� #��� � ��� $�	� �����

Ω = {ξ ∈ [0, 1) : pφ �= 0} � ��� ������ |Ω| = 1� %	 0 < Ω < 1 ���� �� 
������ 
��

����	����� �� $����	�� 1√
pφ

� 
�������� �	 ���� 
����� ϕ = [
χ̃Ωφ√
pφ
φ̂]∨ �� �� ����	����� χ̃Ωφ

����� ��� �&����	�� �'
��	��	��� �� χΩφ
��� �� ���	�� ������ R � ����� ���

χ̃Ωφ√
pφ

= 0 �����

pφ = 0 " ���� ����� ϕ ∈ 〈φ〉 �	�� ����	� � 
�� �� �����
�� ���( "� %�	� ���� m ∈ Mφ ���

��� f = (mφ̂)∨ ��� ��� $����	�� )������� ���� 〈φ〉� *����

〈f, ϕk〉 = 〈f, Tkϕ〉 =
∞∫

−∞

m(ξ)φ̂(ξ)
χ̃Ωφ

(ξ)√
pφ(ξ)

e2iπkξφ̂(ξ)dξ

=

∫
Ωφ

m(ξ)φ̂(ξ)
1√
pφ(ξ)

∑
k∈Z

|φ̂(ξ + k)|2e2iπkξdξ

=

∫
Ωφ

m(ξ)
1√
pφ(ξ)

pφ(ξ)e
2iπkξdξ =

∫
Ωφ

m(ξ)
√

pφ(ξ)e
2iπkξdξ

��	 ��� �� −k���� ���+�	��� �� ,���	�� �� �� $����	�� m(ξ)
√
pφ(ξ) ��	 ��� ���� L

2([0, 1))�

*	��	 ∑
k∈Z

|〈f, ϕk〉|2 =
1∫

0

|m(ξ)|2pφ(ξ)dξ = ‖f‖22. ���- "

#��	 ��� ��� �&����	�� �� �����
�� �� !�

����� ����	
 ���
 �
 Tφ

���� ����	������ �� ��� ��� �.��
��� ���	�$�	���� /

f =
∑
k∈Z

〈f, φ〉φ̃, f ∈ L2(R)

0-



�� ��� ���	���� Tφ = {φk : k ∈ Z} �
 Tφ̃ = {φ̃k : k ∈ Z} ���
��
 �
�� �	�����
��� ��	��


���� ���
���� �� ������ {φk}k∈Z �
 {φ̃k}k∈Z ���� L2(R)� ����� Tφ̃ = {φ̃k : k ∈ Z} ��


������ ���
��� ���� � {φk : k ∈ Z} �	∑
k∈Z

〈f, φk〉〈g, φ̃k〉 = 〈f, g〉.

�	 
�� ��
 �� ���� ���� �
���

f =
∑
k∈Z

〈f, φ̃〉φ =
∑
k∈Z

〈f, φ〉φ̃.

�� ����
	�� φ̃� �	 ���� ��	�
� ��
 ������� �� �������� ������	
� �
��� �� φ� ���	 ���
��  ��

�	 �� ���� �����	 �� ��	�
�� 	� ��
 ��	 ��� �� 
!������ ��	
��
 ���� ���
�� ����	�����


 ���� �� ���� �����	 �� � φ ��	�
��

�������� 	
�� 
� ������ 
� �
�� ������	
�� φ̃� �� φ ∈ 〈φ〉 �� �� ��
������ �� 1
pφ

∈
L1([0, 1))� ���� �� ���� φ̃ =

(
1
pφ
φ̂
)∨

�

����
�������

 "��� φ̃ ∈ 〈φ〉� 	� �#�� ��	
 $	����
�	� ��
�� Mφ �
 〈φ〉 %  �#	� ��	�
�
��� ����
	�� ��	 �� m(ξ) ∈ Mφ 
����  �� ̂̃φ = mφ̂� &� ��
��� φ̂ ��	
 ��
	���	�� 〈φk, φ̃〉 =
δk0 ∀k ∈ Z� &� ��
��� ����� ����� �� � 〈φk, φ̃〉 ��
 �� k���� ���'�	��
 �� (���	�� ��

[φk, φ̃] = mpφ ∈ L1([0, 1))� ���� ��
 �� ��� �	 �
 ��������
 �	 mpφ = 1 p.p.� )#�� m =

m = 1
pφ
� (	�������
� ��	� �� 1

pφ
=

pφ
p2φ
� ���� 
�����  �� 1

pφ
∈ Mφ �	 �
 ��������
 �	

1
pφ

∈ L1([0, 1))

*�
��� ����	  �� �	 φ̃ ��
 �� ���� �����	 �� �� φ ����� ����� �+��� ���
 	�
���!��,

-��.���� &� ���
� ���� �� ��� �� Tφ ��
 ��� .��� �� /	��0� �� ����	
	�� 1
pφ

∈ L1([0, 1))

��
 ��
���
	 �� ��	� �� 0 < A � pφ p.p.� &� ��	
�
√
pφ �
 1√

pφ
���
 
��
�� ��� ����
	���

.������ ���� �� ���� )��� �� 1!������ 2�34� �� � ���
��  �� �� ���	��� {ϕk : k ∈ Z} ��


��� .��� ��
!������� ���� 〈φ〉 �	 ϕ = ( 1√
pφ
φ̂(ξ))∨ �
 ����� �� �  ��

ϕ̂ =
1√
pφ

φ̂.
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�� ����� �	
� �� ��
����� ���� �
 	

φ̃ =
( 1
pφ

φ̂
)∨ ⇔ ̂̃φ =

1

pφ
φ̂.

��� ���� ���
����� ���������
� ��

�
�

√
pφ
̂̃φ = ϕ̂.

��
�� ��	
� Tφ ��� �
� �	�� �� ������ �
 �����
� �	 ������� ����	
�� ���� �
� ��
����


f ∈ 〈φ〉

f̂ =
f̂√
pφ

√
pφ =

∑
k∈Z

〈 f̂√
pφ

√
pφ, ϕ̂k〉ϕ̂k =

∑
k∈Z

〈f̂ , ϕ̂k√
pφ

〉ϕ̂k
√
pφ =

∑
k∈Z

〈f̂ , ̂̃φk〉φ̂k.

 
 ���
	
� �	 ��	
�����
� �
����� �� !������� 
��� ����
�
�

f =
∑
k∈Z

〈f, φ̃k〉φk =
∑
k∈Z

〈f, φk〉φ̃k

���� ���� f ∈ 〈φ〉�

�������� 	
�� �� ������� Tφ ��� �	 
��
� ���
 〈φ〉 �� �� �������	� �� �� ������ ����


�	���	��� 0 < A � B < ∞ ������ ��� ����

AχΩφ
� pφ(ξ) � BχΩφ

p.p.

�� Ωφ = {ξ ∈ [0, 1] : pφ(ξ) > 0} ��	� 
� 
��� �� ������ �	 �	���� ������� ���� Tφ̃ =

{Tkφ̃ ≡ φ̃k : k ∈ Z} ⊂ 〈φ〉 � �� φ̃ =
(

χ̃Ωφ

pφ
φ̂
)∨

�

"���
� �
 #


�	� ���� ��	
� φ̃ =
(

χ̃Ωφ

pφ
φ̂
)∨
� 	���� φ̃ ∈ 〈φ〉 = 〈φ̃〉 �� pφ = χΩφ

p.p.�

 
 ����� Tφ ��� �
 �	��� �� $	����	�

%&



�� ����� �� ��	
�
����� 
�� �	���
	� f ∈ 〈φ〉 ����� �
� f̂ = mφ̂ �� �� 
�
�
���� ��

���	���� �� ���������� 	� � �
�����
������

〈f, Tkφ〉 = 〈f̂ , φ̂k〉 =
∞∫

−∞

m(ξ)φ̂(ξ)φ̂(ξ)e−2iπξkdξ

=

∞∫
−∞

m(ξ)|φ̂(ξ)|2e−2iπξkdξ =

∫
Ωφ

∑
l∈Z

|φ̂(ξ + l)|2m(ξ)e−2iπξkdξ

=

∫
Ωφ

m(ξ)pφ(ξ)e
−2iπξkdξ

� ��� �	����
��� 	� �

∑
k

|〈f, Tkφ〉|2 =
∫
Ωφ

|m(ξ)|2|pφ(ξ)|2dξ. ������

��� ��� ����
�
	� �
 ����� �� ��������� 	� � �
�
∑
k

|〈f, Tkφ〉|2 = ‖f‖2�  
��
 ��� �����
	��
������ �� ����!� 	� � ∫

Ωφ

|m(ξ)|2|pφ(ξ)|2dξ =

∫
Ωφ

|m(ξ)|2pφ(ξ)dξ

�� �

 �	��� pφ = χΩφ
� "� ��
 ��
� #������ �
� �$ %& 	���	�	����� ��� 	���������

�	���
�
��� 
��  %& �� ����� �� �������� �� 	��������� ψ 	' Tψ ��� 
� ����� ��

�������� �	
� W0 �� 	' �� �	���
	� ������� φ #����� 
� ����� �� �������� �	
� V0�

��� ������	
��	�
 
�
��	
��	��

($
�� ��� ��
� ����)��� �	���
)
�
	�� * �� �	����
��
	� �$
��  %& �� 	��������� �

��� ��
�� ��� +� ,�
)���
�� �

 � 
�
�
�� 
�� 
�#��
�
�� �	����
��
	� ��	�

���� �
��


-.



��� ��� �� ����	�

�� � ��

��
 ���
��
 �
 
�����
 ����� ��� ������ ����	���
� �


�� �������� �����
� ��	�� ���� ���� �
 ����� �� 	� k���� �����
 �� ψ ��
 ������ 
��

	 ��
����	� ! ∫
R

xkψ(x)dx.

"�� ����	�

�� ���
 
�#� �
�	�� �� ���	$�� ������%�� �
 �� ����������� �
��
 ����� %�� 	��

��
������� �� ����	�

�� � ��� &���
��� 	���� �
 ���
���� 
�� �������� ���������
 
�#�

��
������
' (	�� 
���������
� ��

����� %�� f ∈ CR(R) 
�	 %�� !

‖f‖CR = max{‖f (s)‖∞ : S = 0, 1, · · · , R} < ∞.

�
 ψ ��� ����	�

� � ��

��
 ���
��
 �$��
 �� ����� R �����
� ��	�' ) �

������
���

���*	������� 
��+�

� ��� &���
��� ��� N ���
���� ��
,������� ��	��
������ � 
�����' "�

�

�

������
��� ��
 ���	����� �� �,��������
 	�� N ���
���� �� &���
��� �� �,�%�� �����	'

-��� ��

� ���
���� ���� ���	$���� 	�� 
��&�������� �� ��
 �

������
��� ���� ��� ����

� ����	�

��' .�� &���
��� f ∈ L2(R) ���� �

������� 
�� N ����	�

�� ��	��
������� ��

����#�� �

���	� ���� ��� ���� ��
,������� {ψm : m ∈ Z} �� L2(R)'

����� �����	

���
 �

 ��
��	
��
 
� ������	���	��

(��� %�� 	� ����������� � ��� &���
��� ���
 ��
���� �	 &��
 %�� 	�� ���/����
� ��

����	�

�� ����������
 ��
������
 %���� j −→ ∞' "�

� ������������ ��
 	��� �� ������

�� �����
� ��	� �� 	 ����	�

� ψ' " ��
 � ���� %�� 	� 
����&����� �� 0������ �� ψ � ��

1��� � ����� R �� ξ = 0� �� ������ %�� ψ ��
 ��
,�����	� � 
��� 	�� 
�	$�2��� �� �����

��&������ � R' ���
���� %�� �� f ∈ CR(R) ��� �� ��
����		� I� 	 ����� �� ������������ ���

���/����
� � ����	�

�� 〈f, ψm〉 ���� 	 ��
����		� I ��
 2−j(R+ 1
2
)' " ��
 � ���� %� �	 ����
�

��� ����� M 
�		� %��

|〈f, ψm〉| � M2−j(R+ 1
2
).
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���� ��������� ��	 ψ 	�
 � �����

 ������
� ��	�
 � ��
	 ��� �� 	���
	 L > 0 
	�

��	 |x| � L ⇒ ψ(x) = 0� ���������� ���� Ψ(x) ���
 r ∈ N ����	 ���
 �

ΨR(x) =

∫ x

L

tr−1ψ(t)dt.

�� ��

	� ����	 ψ � R ���	�
� ���� �	 �����

 �	 Ψ(x) 	�
 ���� [−L,L] ∀ r � R� ��

� ����

����� ���� ���� ����� ���	�
�� f(x) ∈ CR� �� � 


〈f(x), ψ(2jx− k)〉 = 1

(R− 1)!

1

2jR

∫ k+L

2j

k−L

2j

f (R)(x)ΨR(x)dx.

�� 	�	
 	� ���������
 �� ��
���	 �	 �� ��
 �!	� �	 
	�
	 ��
�"
�� #
	�
	 �	 $�����	 % � ��

����
��� f ��
��
 �	 k−L
2j

��� �

f(x) =
R−1∑
i=0

f (i)

i!
(x− K − L

2j
)i +

1

(R− 1)!

x∫
k−L

2j

(x− t)R−1f (R)(t)dt.

&'



�� � ����

〈f(x), ψ(2jx− k)〉 =

k+L

2j∫
k−L

2j

f(x)ψ(2jx− k)dx

=
1

(R− 1)!

k+L

2j∫
k−L

2j

f (R)(x)

x∫
k−L

2j

[
t− k − L

2j

]R−1

ψ(2jt− k)dtdx

=
1

(R− 1)!

1

2j(R−1)

k+L

2j∫
k−L

2j

f (R)(x)

x∫
k−L

2j

[
(2jt− k) + L

]R−1

ψ(2jt− k)dtdx

=
1

(R− 1)!

1

2j(R−1)

k+L

2j∫
k−L

2j

f (R)(x)

x∫
k−L

2j

[
2jt− k

]R−1

ψ(2jt− k)dtdx

=
1

(R− 1)!

1

2j(R−1)

1

2j

k+L

2j∫
k−L

2j

f (R)(x)

∫ x

k−L

2j

Ψ(2jt− k)dtdx

=
1

(R− 1)!

1

2jR

k+L

2j∫
k−L

2j

f (R)(x)

x∫
k−L

2j

Ψ(2jt− k)dtdx.

�� ���	
����
 	�
����	

� �� ��	��� � �� ����	
�
 ���� ��
�����

|〈f(x), ψ(2jx− k)〉| � 1

(R− 1)!

1

2jR

( k+L

2j∫
k−L

2j

|f (R)(x)|pdx
) 1

p
( x∫

k−L

2j

|Ψ(2jt− k)| p
p−1dt

)1− 1
p

=
1

(R− 1)!

1

2jR
1

2j(1−
1
p
)

( k+L

2j∫
k−L

2j

|f (R)(x)|pdx
) 1

p
( x∫

k−L

2j

|Ψ(u)| p
p−1dt

)1− 1
p

=
1

(R− 1)!

1

2j(R+1− 1
p )
‖f(x)‖p‖Ψ‖ p

p−1
.

�� �����
 p = 2 �� ��

��
 	�
����	

� �� �������������� �
 �� ������
 ���� C =

� 



1
(R−1)!

‖Ψ‖ p
p−1

�� m = 2j� �� �������

|〈f(x), ψ(2jx− k)〉| � C‖f(x)‖CRm−(R+ 1
2
).

��� 	��
���� f ��� �
��� ���������� ����� ������� ������
� ���� ��� ���� �����������

{ψn : n ∈ Z} �� L2(R)� ���� fN 
� �����
���� �� f ��� 
�� N ��
����� ���� 
�� ����
��

���� ���� IN �

fN =
∑
n∈IN

〈f, ψn〉ψ̃n. ���� !

����� ������ 	� 
��

���������� ����
�������

"��� #�� 
������� ���� ������
� � �
 	��� #�� 
�� ����
�� ���� IN 
������������ ���

N ��
����� ����� 
�� �
�� $����� �������� �
�
����� �� ��
��� ����
�� ��� ������� % 
�

	��
���� f � |〈f, ψn〉| !� &� ���� 
�� ��
����� 
�� ����� 
����
�� % f � '������� ����
�����

εn[N ] ��� �
��� ��
����������� �
�� ������ #�� 
������� �� 
�������������� 
������� �������

�� 
���������� N ��
����� ��������������� �������������� �� f � (� 

������ 
�� ��
����

{|〈f, ψn〉|}n∈N ��� ����� ��
�������� � '������� ��� ��)��� ��� �

ε[N ] = ‖f − fN‖2L2 � C
∑
m/∈IN

|〈f, ψm〉|2.

(� ���
����� 
�� ��
������ 
�*���� �������� �� � �

‖f − fN‖22 � C
∑

m/∈IN
|〈f, ψm〉|2

= C‖f‖2CR

( ∑
m/∈IN

2−m(R+ 1
2
)
)2

� C‖f‖2CR

( ∑
m/∈IN

2m(1+ 1
2R

)
)−2R

= C‖f‖2CRM
−2R

����+!

�, M =
∑

m/∈IN

(
2m(1+ 1

2R
)
)−2R

�

+-



���������	���
�� 
� ����	��� ��� ����� ��	��	� �� f ��� R ���� 
�
��
���
� ������
�

����	� �� �����
�� �� 
������� ���
�� �� ���
�
��
������ �������
� ���� 	�������������


�
 �
��	����� �� 
������� 
���� �� 	�� ��

���
� 
������
� ��� �� ���
�
��
������ ��


���������
� ��� ���� ������
� �� 	�������������
 �
 ������ �� �������� ��
� 
� 
��

	� ���� �������� ��� �� 	������ �� O(N−2)� �� ����	��� ����  ��� ���
�� �
 �	�������

����
���
� 
���� �
 	� ����� ��
� 	� ������

!
� ����� ��������� �������
�� ���
� �"� ��� ����	 ������ �
� ���� �
 #����

�$
�
� ���
� ��
���������
 �	%����&����� �
 �
��	������ '��� ���	����� 
�	�� �������
�

��� ψ ��� �
��	���� ( ������� 
����
� ����
��� ( �
� ��

���
 �
&�		� φ� ����� φ �� ψ

��
� ��
� V1� �	 ���
 ���� ��� D−1φ �� D−1ψ ��
� ��
� V0� )����
�
� ��

 	�� �������
�

*+�,+�+�-./� ���� ��
� 	� �����
� �������	� �����
�  ��� �
����� 
���� 0

(D−1φ)(x) =
1√
2
φ(x

2
) =

∑
k∈Z

akφ(x− k),

(D−1ψ)(x) =
1√
2
ψ(x

2
) =

∑
k∈Z

bkψ(x− k),
*+�12/

�3 ���	 �
 
����� 4
� �� 
��$
��
�� ak �� bk ��
� 
�
 
�	�� ����� D−1 ��� �
�������

�� 
�� ���� ���
����� ��	����
� 
��� ����
�
� 0

ak = 〈(D−1φ), Tkφ〉 = 〈(Dj−1φ), DjTkφ〉,
bk = 〈(D−1ψ), Tkψ〉 = 〈(Dj−1ψ), DjTkφ〉.

5��� ��6�
� ��

 ����	 6 � ���� ����� ���&�
������ ���� Vj = Wj−1 ⊕ Vj−1 7 
�� �����

��
� DjTφ �� Dj−1Tψ ∪DjTφ� 8�� ��	����
� *+�12/ 
��� �����
� 
�	
�	�� 	�� �����
�� ��


&�
%���
� �� ����� ����
��� ( ������ ��� ���� ����� ���&�
������ * ���� �
 ��
&�
�

��� 	������ �� ��	������
 �� �� ���
�	����
 ��� �������
� 0 D1Tk = T2kD1 /� '��� �
�

��

���
 ( ������� 
����
� ��

�� f ∈ Vj 
��� ���	����
� 	� �����
� �� 
&�
%���
� ��

���� ���������� ���� 
�	
�	�� 	� ���9�
���
 ���&�%�
�	� fj−1 �� f0 ��
� Vj−1 �� ����
��

	� :����� �� ���������	: ej−1 = fj −fj−1 ∈ Wj−1 � ;�� ��������
� �� 
���� ���
����� 
���

-+



�������� ��� 	�
 ����
�	�����
 ������������
 ���� 	�
 ��
���	�
 ���
 �� ���������
 
���

���
 ���� ��� 
��� ��
	����
 �� ��	��	 �� f0 ∈ V0 �� ei ∈ Wi� 0 � i � j − 1 �� 
���� ���

fj = f0 + e1 + · · · + ej−1� ���� 	�
 ����		����
 
��
�����
 ���

���������� �� ����	����
�

����� ��������� ���������	����� 
��
	� �
� 	���� ��
 
�����
�	�
 ���
��
 
��� 	�
���		�
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 ���������
 ��� ���
�� 	�
 ����	����
 ��� 
������	���� 	�
 ����	����
 �������������	�


� 
�

���
 ���
����
 � !"# ���
 	� �����
���� �� 	� ����� JPEG2000� 	� 
�������

����
����	 
��� 	� ���
��

��� ��
 �����
� ���
	�$��� ���
� 	������� �� %������ ��
� 
��

	� ����� JPEG 
��������

&�� ����� 
��
����� �� 	��'( �� ����	����
 �
� ���� ���
������
 ����� �	�����


���� 
��
���
���	� 

�)�� ����� ���
 L2(R)� �	
 *������ �� ��
���	� �������� 
��

���
� +� 
������	���� �	 ���
� 
�
 �����	� �� ������� ������
���� ��
 ������
 �������


������	����
� ,�

�
��
 ��� 	�����	���� ψ �� ψ̃ 
��� ���� ����	����
 ���
 	� �-�� �('�

�	��
 �� 
��� *���	����� ������� ��� (ψ̃)∧ = sψ̂� �. s �
� �� *������� �������	������


������  � +� 
������	���� ���
 
�����
 ����
�� ��� *������� θ �� 
������  
��� 	����		�

(ψ̃)∧ = eiθψ̂ �� 	���
���	� st = eitθ � 
��� t ∈ [0, 1]� 
��� ����	�� �� ������ �������

t �→ (stψ̂) ���
 L2(R) ���������� ψ � ψ̃� &� �������� 
	�
 ���
	��� ������ �������

ψ �
� �� 
��������� ��	�� � 	�����	���� �� /��� �0 "�

1������
 ���
����
 
� 
�
��� � �� 
�2��� 3�� ����
	� 4 5 +
���� ��� �����
 	�


����	����
 �����������
 
��� ���������
 6� +
���� ��� ���� �����
 ������	����
 ���	�
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 ���������
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�� �������	 
� ������
����� �� � � ��� ���������� �� ���
����� ��� ��
�� ���	 �
���� ���

���������� ��
���� ���� ������� �� ���������� ����������� ������
�� ���� ����������� ���

r > 1� �� r ��� ��� ������ ���� 
� ������ ������	 ���� �� ���
����� ��� ����������� ��� 

������
��� �� ������
����� 
�� ���� ���!������� �������� �
" ���������� ��
� �"�#�� ��
�

��
�� #���������� $ % ������� �� r = p
q
> 1 �� p, q ���� ��������� ����� p − q #�������
��

���� �����������	

&'



�������� 	


�� 
��������� ���� L2(Rn)

�� ����� ���	�
 �
 ����
�
� ��� ���� �
 ��
��
� �����
�
 �
��
�
 ���

���
 ���


��
��
�
�
 � n ���
������ �n ∈ N, n > 1� �� �
� Z�
������
���� ���
 �
������
� ���

Zn�
������
���� 

 �� ��
��
�	�
 �
 ����
�
���� {2j, j ∈ Z} 
�
 �
������ ��� ��
��
�	�


{uj, j ∈ Z} �� u ∈ Mn×n ��
 ��
���
 ��
��
 ���
 ������
 �
 �
� ���
��� �����
� 
�


������
��
 � �� ���� �
� ������� 
�������
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 ���
���
�� �� 
�
 ���� ������
 �
 ����
��


�
� ��
�
 �


�
��� ��� �
� ����
� �
 ����
��� 
� ���
�
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 ��� �
� ���
�



�

��
�������
�� !
��
 �����
 �� ��
���
 u� �� � �� ��"��
��� ������



��������� �	
 ��
����� �� ���
�
����� ��� �����	� 
� 
��������� �
� ��� �����	�

������� ��� 
��������� ����� ��� �� ������ ��
���� 
� 	��	��� 
� 
�
 ������
 ������
 �
�


��������� � �� �� ��	���� 
� 
��������� 
����	����� ������������� � �
� | det u|�

#��� ��"������� ����� �
� $���
���� ψ ∈ L2(Rn) ���� �
���
��
� �
 �%�
&�
 �����
�



� '

{ψj,k(x) = Dj
uTkψ(x) = | det u| j2ψ(ujx− k), j ∈ Z, k ∈ Zn, x ∈ Rn} �(���

)*



��� �� ���	� �� 
�	�����
 ���	����� ���∑
j∈Z

∑
j∈Zn

|〈f,Dj
uTkψ〉|2 = ‖f‖2L2(Rn) ∀f ∈ L2(Rn).

�� ����	����� ��	 ��� �����	� �	��	�� ���� �� ��������� ��������� ����	� �� ���������� ����

������ ���������
 
�	 �������

(
2 0
0 1

)
����� ��� ��� ���	��� �� ���������� ������� ��	 ���

���������� ���� ���� ��� ����� ��	������� ���	� ���

(
2 0
0 2

)
��� ��� ���	��� �� ����������

������ �� ��� ����������� ������� ������ � ��� ���� � ����������


��� �����	
 ���
����	���
���

��������� �	� 
��
� ���� u ��� �	�
��� �� ��
	�	����� ��� ����� �� {V n
j }j∈Z ��� ���

�	��� ��
��� �� L2(Rn) ��� ��� ��� 	������� � 
	 �	�
��� �� ��
	�	���� u �� 
�� �
��
�����

����	���� ���� ��
�����

�� ∀j ∈ Z, V n
j−1 ⊂ V n

j �

�� � ���	
	���� �  lim
j−→∞

V n
j = {0}� !"��� � ��
� ∩j∈ZV n

j = {0} �

#� � $������ �  lim
j−→−∞

Vj = ∪j∈ZV n
j = L2(Rn) �

%� � &��	
�	��� �"��'�

� �  ∀j ∈ Z, f(x) ∈ V n
j ⇔ f(ux) ∈ V n

j+1 �

(� � &��	
�	��� �	
 �
	��
	���� �  ∀k ∈ Zn, f(x) ∈ V n
0 ⇔ f(x− k) ∈ V n

0 �

)� &
 �*���� φ ��

� +�� {φ(x − k)}k∈Zn ��� ��� ,	�� �
�'���
��� �� V n
0 � $� �
�� ��

������� +��
∫
Rn

φ(x)dx �= 0�

������� �	� 
�������������� ���������� ��� ���������

���� �� ��� ������������������ ���� �� ���� ������ ��� �������� ��� ���	����������

���������� ��	 ��	�����
 ���� �� ���� �������� V n
0 ��� ��������� �� ������ ��� !��������

""



f ∈ L2(Rn) ������ ��� f ��� ��	��
	�� ��� ��� ��
��	� �� �
 ����� k + [0, 1)n� �� k ∈ Zn�

���� 
�	��
����	�� V n
j ��� ��	������ �� ������ ��� ��	����	� f ∈ L2(Rn) ������ ��� f ���

��	��
	�� ��� ��� ��
��	� �� �
 ����� | det u| j2 (k+[0, 1)n)� �� k ∈ Zn� �
 �
�� �����	�����

�� V n
0 ��� ��		�� �
� {φ(x− k)}k∈Zn � ��

φ(x) = χ[0,1)n(x) =

{
1 si x ∈ [0, 1)n

0 ailleurs

����� �����	 
��

	�	��	�

��	������	� �	� ��� 
������� � �
 �
����� �� ���
�
���	 u �� �	� ����� �����
���

{V n
j }j∈Z�  � V n

j−1 �	 ���� ���
�� ������ �� V n
j � �� �!���� ��	� �	 ���
�� W n

j−1� �� ������"

��	� �����
�	
� �� V n
j �
	� V n

j−1� #	 ��
����� ������� 	��� 
$�	�

V n
j = V n

−1 ⊕W n
j−1.

�
�����������	�� �� | det u| > 2� �� 	���� �
� �������� ���� ��� ��
	��
���	� �� $������

�	���� ���	� ������ ��	����	 �����	� �	� �
�� �� W n
0 � #	 �
��� 	��� 
$�	� �����	 ��

$�������"�	����� �	$
��
	�� �� | det u| − 1 ��	����	�� ��	��� 	��� ��$�	� ���������� �
"

$
	�

� �����
�� W n
0 �
	� | det u| − 1 ����"���
��� {W n

l0 : l ∈ {1, 2, ..., | det u| − 1}}� %���

$�	� ��	�

W n
0 =

| detu|−1⊕
l=1

W n
l0. &'�'(

���
 ��	���� � �
 ���
���	

V n
j = V n

j−1 ⊕
( | detu|−1⊕

l=1

W n
lj−1

)
.

��	��� 	��� 
$�	� �
�	��	
	� | det u|−1 ���
��� ���	�������� � ��
��� 	�$�
� �� ������

#	 ��
����� ������� �	 �����	� �
 ������������	 �� L2(Rn) �������� ��� �
 )
��� �����"

*+



������ ��� ��	
����� ���
��� ��� ��� ������
�
� ����
���� �

V n
j ∩ V n

k = V n
k pour k < j;

W n
jk ∩W n

pq = 0 pour (j, k) �= (p, q) et

V n
j ∩W n

pq = 0 pour j � q.

�� ������ ��� ���
��� ������������ ��� �� ����
�� ������ ��
����� ������
�
� ������

�
���� ����
�� �
� �� ��
����� ����
��

�������� 	
	 ����
������ ��� ��
���� ������������� ���� {W n
lj : (l, j) ∈

{1, 2, ..., | det u| − 1} × Z} ��� ���	
�� ���
�������� 	���
��� � ����� �� �	���
� ��

���	�	���
 u� ������ 
�� ���	
�� ��
� ���� ���

�� � ��
���� � �
( ⊕

(l,j)∈{1,2,...,| detu|−1}×Z

W n
lj

)
= L2(Rn) �

�� �  
!	��	

� ���
"���� � � #��� 
"	��� l ∈ 1, 2, ..., | det u| − 1, f(x) ∈ W n
lj ⇔

f(ux) ∈ W n
lj+1 �

$� �  
!	��	

� �	� ��	
��	���
 � � #��� 
"	��� l ∈ 1, 2, ..., | det u| − 1, f(x) ∈ W n
lj ⇔

f(x− k) ∈ W n
lj ���� ���� k ∈ Zn, j ∈ Z �

%� #��� 
"	��� l ∈ 1, 2, ..., | det u| − 1� �� �&���� ψl ����� ��� {ψl(x − k)}k∈Zn ��� �
�

'	�� ���"�
����� �� W n
l0 �

�
 �
�� �� ��
��� ���
�� W n
l0 ��� �
�
�
� �
� ��� ��
���
�
�� �� �
 �������� ψl� ���� ����

�
�
����  �
 �������� ψl ����� ���������� ����! ��� ���� 
���� | det u| − 1 ���������

������������ " �
� �� # 
 | det u| − 1 ���
��� ������������  ��
��� ����
� �
�� ��$%& '�

����� �����	�� 
���
�

� �� 
�� ������� ������
�����

(�����
���� ��� $%& {V n
j : j ∈ Z} 
�����
�  �
 �
����� ���
�
���� u� )���

{φ(x − k) : k ∈ Zn} ��� �
�� ���������
� �� V n
0 � *��� ��
��� l ∈ 1, 2, ..., | det u| − 1�

+,



����������� 	
� {ψl(x − k) : k ∈ Zn} ������� 
� ���� ����������� �� W n
l0 � �
�������

	
� φ(x) �� {ψl(x)}l∈{1,2,...,| detu|−1} ���� ����
��� �
��� ����� ���� 
� ��� 
������������

��
� ��
� ��
���� ���������� 
�� ���� ��
� ����
� ���
���� ������� ��������������� ��

����
������ ���� 
� �������� �

�������������
� ��
� ����� 
� ���

��� �
������

�������� 	
� ������ {V n
j : j ∈ Z} ��� �	
 ����
��� � �� �����
� �� ���������� u ��

{φ(x−k) : k ∈ Zn} ��� ���� ����������� �� V n
0 ���� �� ���� ����� ��� {φ̃(x−k) : k ∈ Zn}

� ����� ���� ���������� {φjk : k ∈ Zn} ��� ���
����� ������� ���

φjk(x) = | det u| j2φ(ujx− k)

��� ��� ���� ����������� �� V n
j �� �� ���� ����� {φ̃jk : k ∈ Zn} ���

φ̃jk(x) = | det u| j2 φ̃(ujx− k)

�� u ∈ Mn×n� k ∈ Zn �� x ∈ Rn�

����������� ��
� ����������� 
�� ����� 
�� ������� ��������������� �� ����
������ ��

���� �� ����
� �� ��� ������� ��
� ���� ���������� ����� ���� 
� ����� �� �
�����

�������� 	
� ������ {V n
j : j ∈ Z} ��� �	
 ����
��� � �� �����
� �� ���������� u ���


��� ����
�� ������������ {W n
lj : (l, j) ∈ {1, 2, ...| det u| − 1} × Z} �� {ψl(x − k) : k ∈ Zn}

��� ���� ����������� �� W n
l0 ���� �� ���� ����� ��� {ψ̃l(x−k) : k ∈ Zn}� ����� ����������

{ψl
jk : k ∈ Zn} ��� ���
����� ������� ���

ψl
jk(x) = | det u| j2ψl(ujx− k)

��� ��� ���� ����������� �� Wlj �� �� ���� ����� {ψ̃l
jk : k ∈ Zn} ���

ψ̃l
jk(x) = | det u| j2 ψ̃l(ujx− k)

�� u ∈ Mn×n� k ∈ Zn �� x ∈ Rn�

���� �� 	
� �
�� ��
� ��
� ���������� ! ������

�� ���� L2(R2) �� 
� ��� ���� L2(Rn) ����

���
�� ��� ������
��������

"#



��� ���������	 	
��
����	 ���	 L2(R2)

�� �������� 	 
��

 ���
 ��
�������
 �����
�



� {ψjk(x) : j, k ∈ Z} �
 L2(R)� ����

������� ������
� ��
 ���
 ��
�������
 �����
�



� �
 L2(R2)

{ψj1k1(x)ψj2k2(y); j1, j2, k1, k2 ∈ Z}.

�
�
����
� �
� ����
���� ψj1,k1(x)ψj2,k2(y) ������
�
 �
� �������
���� 	 �
�� ���
��
�

�����
�

� j1 

 j2 �
 ���� �
 x 

 y� �
 ��
 ���� ������
 ����
�
 ���

�� �� !" ��������


������
 	 ��
 ��
�
 ����
���
��� �
 ���
 �����
�



� ��������
�� ���
 �
� ����
�
� ���


�
� ������
� �
� ����
���� ����
�
� 	 �� �#�
 ���
��
�

����� �����	
 ���
����	���
���	

����
 
� ���
����� $� �� ��
��� �� !" �
 ��������
 ��
� �
� ���%
�
���� ��
��&

�����
� ��� �
� 
����
� �
 
����
� �������
�� �����������
��� ����
 ����
��� f(x, y) 	 ��

������
��� 2−j 
�
 ��'��
 ����
 �� ���%
�
��� �
 f ��� �� 
����
 V 2
j ������ ���� L

2(R2)�

��
����
 V 2
j 
�
 �� 
��
���
 �
 
��

� �
� ���������
���� 	 �� ������
���� 2

−j� �� 
����
 �


V 2
j ������
 ����� �� ������
��� ������
� �� ��'��
��� ����
��
 ����
  !" {V 2

j : j ∈ Z}
�
 L2(R2) 
�
 ��
 
�

����� ���
�

 �
 �� ��'��
��� $�$ �
 �� !" ���� L2(R)� (� 
���


�
� �#�
� �������
�� �
 �������
�� �
 ������
��
 

 �
 �����
�
�
 �����
��
�

����� ������
 

�	���
�

�
� ������
� 

�����
�� ���
 �
������ ���� �

���
 �
� 
����
� ������
������
��
� 	 �
�


����
� ���
����
������
��� )� ������
 

�����
� f1 ⊗ f2 
�
�
 �
�� �
�

��� �
 �
��


����
� �
 *���
�
 H1 

 H2 ����'
 �
� �������
�� ������

�

$� �������
� + ∀λ ∈ C, λ(f1 ⊗ f2) = (λf1)⊗ f2 = f1 ⊗ (λf2)�

,-



�� �������	��
��� � (f1 + g1)⊗ (f2 + g2) = (f1 ⊗ f2) + (f1 ⊗ g2) + (g1 ⊗ f2) + (g1 ⊗ g2)�


� ����	�� ��������� ������ 	� ��	
�� ������ �� ������� H = H1 ⊗H2 ��������� ��	� ���


����	�� �� �� ����� (f1 ⊗ f2) �� f1 ∈ H1 �� f2 ∈ H2 ����� �	� ��	��� ��� ������������

��������� �� ���� 
����	��� �� ����	�� �������� �	� H �� ���	�� ��� ����	��� ��������� �	�

H1 �� H2 ���

〈f1 ⊗ f2, g1 ⊗ g2〉H = 〈f1, g1〉H1〈f2, g2〉H2 .

���� ����� �������� ��	� ����������� �� ��� ������	���� �� ��� ! ���������� "���

{Vj}j∈Z 	�� � ! ���� L2(R)� ��� � ! ��������� �� ��������� � ��� �������	�� ���

����	��� ����������

V 2
j = Vj ⊗ Vj.

#������� V 2
j ��� ���������� ��� ��������� ����� f(x, y)� ������������ �������� �� ���������

����������

f(x, y) =
∞∑

k=−∞
akfm(x)gm(y) avec fm ∈ Vj, gm ∈ Vj.

����� ���� �	
�����

�� ���������� ���� L2(R2)

��� ���� ������������ ���������� �� L2(R2) ��� ������	��� $ ������ �� ����	��� ��	��

�������� ����%���� φ �� ��	�� ��������� ψ� #� �������� ����%���� ��� �������� $ 	�� � !

{Vj; j ∈ Z} �� L2(R)� "��� {V 2
j : j ∈ Z} ��� ! �� L2(R2) ������ ��� V 2

j = Vj ⊗ Vj�


���������� ��� ������ �������&������� W 2
j−1 �'�	& �	& ����������� ���%�'���	& ���

V 2
j−1 ���� V

2
j �

V 2
j = V 2

j−1 ⊕W 2
j−1.

��� �� ������	��� 	�� ���� ������������ ���%�������� �� L2(R2)� �� �%���(�� �	�
���

����� �� ������	����� ��	�� ���� ���%������� ������������ ��	� �%��	� ������ ����)

���&������� W 2
j �

*+



�������� 	
� ���� φ ��� ���	���� 
��	
����� �� ψ ����
������ 	��������
���� �����
����

��� ���� 
���
������� ���
������� 
� L2(R)� �� 
����� ����� ��
������� �

Ψ1(x, y) = ψ(x)φ(y), Ψ2(x, y) = φ(x)ψ(y), Ψ3(x, y) = ψ(x)ψ(y) �����

�� �� ����� ���� 1 � l � 3

ψl
j,k = | det u| j2ψl

(
ujx− k1, u

jy − k2
)
.

�� ������� 
���
�������

{Ψ1
j,k1

,Ψ2
j,k2

,Ψ3
j,k3

: k1, k2, k3 ∈ Z2}

��� ��� ���� ���
������� 
� W 2
j � ��

{Ψ1
j,k2

,Ψ2
j,k2

,Ψ3
j,k3

: j ∈ Z; k1, k2, k3 ∈ Z2}

��� ��� ���� ���
������� 
� L2(R2)�

����
�������

 ���	
�� 
� 	
�	
���� �� ����
��������� �� 	
����� �����
��
� 
���	���

V 2
j = Vj ⊗ Vj 	��� ����� �� �����	���
 ����� ���� �

V 2
j = Vj ⊗ Vj

=
(
Vj−1 ⊕Wj−1

)⊗ (Vj−1 ⊕Wj−1

)
= Vj−1 ⊗ Vj−1 ⊕ [(Wj−1 ⊗ Vj−1)⊕ (Vj−1 ⊗Wj−1)⊕ (Wj−1 ⊗Wj−1)]

= V 2
j−1 ⊕W 2

j−1.

�� � ���� ���

W 2
j = (Wj ⊗ Vj)⊕ (Vj ⊗Wj)⊕ (Wj ⊗Wj). �����

����� {φj,m : m ∈ Z} �� {ψj,n : n ∈ Z} ���� 
��	���������� ��� ����� �
� ���
���� ��

Vj �� �� Wj � �� �� ������ ���

{ψj,k1(x)φj,k2(y), φj,k1(x)ψj,k2(y), ψj,k1(x)φj,k1(y) : k1, k2 ∈ Z2}

!"



��� ��� ���� �	�
���	��� 
� W 2
j � �������� L2(R2) ���� �� 
��������	 ����� �� �����


�	���� 
�� ������� 
� 
����� W 2
j �

L2(R2) =
∞⊕

j=−∞
W 2

j .

����

{ψj,k1(x)φj,k2(y), φj,k1(x)ψj,k2(y), ψj,k1(x)ψj,k1(y) : j ∈ Z, k1, k2 ∈ Z2}

��� �� ���� �	�
���	��� 
� L2(R2)

��� �	��� ��
������� ���	����� 
�� 
������ 
� �� �������� ������� 
�� ��
����� �� 
��

�	���������� 
���	������ �� ����
������ ���
������������� ψ(t) ��� � �����	� ������� 
�

�������	 K ���	� ��� �	��� ��
������� ��
�������������� Ψl ��� 
�� �����	� ������� ��		�


� ���� �������	� ��	 ��� �	�������� ���������� φ̂ �� ψ̂ ��� ��� ���� ���	��� ����� 

���������� �������	� 	������������� ��	 [0, 1
2
] �� [1

2
, 1]� ��� ���	������� !"�#$ ����������

���

ψ̂1(ξ1, ξ2) = φ̂(ξ1)ψ̂(ξ2), ψ̂2(ξ1, ξ2) = ψ̂(ξ1)φ̂(ξ2), ψ̂2(ξ1, ξ2) = ψ̂(ξ1)ψ̂(ξ2).

���� ��	 ������� n = 2 �� u =

(
2 0
0 2

)
� %� ��	� 
��� u(x, y) = (2x, 2y) �� uj(x, y) =

(2jx, 2jy) �� �� ������� 
� ��������� 
������� �	��������� ��	� ����� &

φj,k1,k2(x, y) = 4
j
2φ(2jx− k1, 2

jy − k2).

�����	����� 
� 
��������� �������� 
� ��'�� ��
����
���� ������� ��� 
��� 
�	�������� ��

�	�� ��� ()* �� 
��� 
��������� �� �
��������� ����� �������� 
���
���� �� �	�
��� 
�


��� ��������� 
���
���� � ��� ��	�����

φj,k1,k2(x, y) = 2
j
2φ(2jx− k1)2

j
2 .φ(2jy − k2)

+"



����

φj,k1,k2(x, y) = φj,k1(x)φj,k2(y).

�� ����		
 �
 ����

����
� ����� ���������
 
�� 	
 ������� �
�����
	 �
� ����

����
� � ��


���
����� ������� � 
� ������� ��

V 2
j = Vj ⊗ Vj = Vj−1 ⊗ Vj−1 ⊕ [(Wj−1 ⊗ Vj−1)⊕ (Vj−1 ⊗Wj−1)⊕ (Wj−1 ⊗Wj−1)]

= V 2
j−1 ⊕W 2

j−1.

�� �������
 ��
� ����
 ������ 	
� ���
 �
� ����

����
� ���������������� ����
	
��
��

�
���� ���������
� ��� ����� ����		
� �����
	
��
� �

ψh(x, y) = φ(x)ψ(y)

ψv(x, y) = ψ(x)φ(y)

ψd(x, y) = ψ(x)ψ(y).

�� ������������� ����� �
 ����
 �������� ���������
 ����
 ������������� �
 	� ��������

�
 ������ aj ������� � �!���
 ����
 �����
 ���"
�� 	���
 ����
����� � 	��������������

������
��
 aj+1 
� 	
� ����� ����
� ���� ���������
� �
� ��
#��
��� �
 	� �������������


� ���
	
��
� 
� �����
��
�� 	
� �������������� �
���
� 	��� �� �����"
 ����
 ����	�����

� 	� �������
� $
� �������������� ���� ���
���
� !���%����	
�
�� dhj+1 � ����
�������� �

ψh(x, y) �� �
�����	
�
�� dvj+1 � ����
�������� � ψv(x, y) � �� 
� ���"���	 ddj+1 � ����
�


������� � ψd(x, y) ��

dvj+1 ddj+1

aj aj+1 dhj+1

&'



��� ������		�
 � ���
	
	���
 �����
��


���� ����� �����	�
 �	�� �	�� �
�
�	�� �� �
�
����� ����� �	�� �	����
�	�� c ∈ GLn(R)

�� �	�� Γ �� �������� ���� Rn 	����� �� ������� �� ��	���� ��� 
�
����� M ∈ GLn(R) ��

��� 
�
����� �� Zn (Γ = MZn �� �	�� �	��� �	����	� ψ(x) ∈ Rn 
 �	�� �	����
�	�� ���

	�
������� �������� ��� L2(Rn)

• ��� ���������	�� � Tγ (γ ∈ Γ) �
����� �	�� ψ(x) ∈ L2(Rn) ���

Tγ(ψ(x)) = ψ(x− γ)

• ��� ��������	�� � Dc (c ∈ GLn(R)) �
����� �	�� ψ(x) ∈ L2(Rn) ���

(Dc(ψ(x)) = | det c|− 1
2ψ(cx)

(Dj
c(ψ(x)) = | det c|− j

2ψ(cjx), j ∈ Z.

 � C ⊂ GLn(R) �� Ψ = {ψ1, ψ2, . . . , ψL} ⊂ L2(Rn)
 ��	�� �� �!��"�� �#�� {DcTγψ
l : c ∈

C, γ ∈ Γ, l = 1, 2 . . . , L} ��� �����
 ������� ��	
�������� 	��
	
	����� 	� ����������

������� ��
� ���� ��������	
� �	��	����
 �� �� ��������� �� �$��� ��� ���� 	��%	�	��
�

�� L2(Rn)�

&��
 �	�� �	�� ���
����	�� �� ��� 	' C = AB = {ab, a ∈ A, b ∈ B} 	' A ⊂ GLn(R)

��� ��� ������ �� ������� n × n ���� ��� ��	���
�
� �� ��������	�� �� B ⊂ GLn(R) ���

������ �� ������� n× n ����� (�� det b = 1 ) �	�� �*+� ��

����� ����	
� �
������
��
����

�$,-. ���	��
� / ��� ����� �� ��������	�� {aj : j ∈ Z} ��� ��� ����� ��	������� ��

�	��0������� ����
� {Vj}j∈Z �� ����� �	��� (�� �

1� V n
j = Dj

aV
n
0 2

�3



�� V n
j ∈ V n

j+1 �

�� ∪j∈ZV n
j = L2(Rn);

�� ∩j∈ZV n
j = {0};

�� �� 	
��
	 φ ∈ V n
0 
	��	 ��	 {Tγφ(x) : γ ∈ Γ} 	�
 ��	 ���	 ��
�������	 �	 V n

0

�� �	�����	 �������
� ���
�	 ��	 V n
0 	�
 �� 	����	 ��������
 ��� 
������
��� ������ ���

�� ����
��� φ�

 ��� �	 ��� �	 ����
�
��� �������	 �� ��
��� �!���������	 ��� 
������
��� 	�
 �	������	

��� �� ����	�
 ���� �������� "���	 B(Γ) = Γ# �!�����
	�� ������ ��� �	� ����
�
����

Db, b ∈ B# 	
 �	� 
������
���� Tγ, γ ∈ Γ# ����	�
 �� �����	� $� ���
# �� � ��	 %

(DcTτ )(DbTγ)ψ(x) = (DcTτ )| det b|− 1
2ψ(bx− bγ)

= | det c|− 1
2 | det b|− 1

2ψ(cbx− cb(γ + b−1τ))

= DcbTγ+b−1τψ(x).

"	�� ���� �	��	
 �	 ��&��� �!�����
��� ��� �	 ������
 ���
���	� B × Γ %

(c, τ).(b, γ) = (cb, b−1τ + γ).

'��� ��
	���� �� ����	�� �����	 ��	 ���� ��������� ��� BΓ ( �� 	�
# 	� ���
 �	 ������


�	��)���	�
 �	 B 	
 Γ *� "	�� ���� ����	 + �� ��
��� �	� 	����	� BΓ)��������
 ��� ���


�	� ����)	����	� �	���� V n ⊂ L2(Rn) 
	�� ��	 DbTγψ ∈ V n ���� 
��
 ψ ∈ V n, b ∈ B 	


γ ∈ Γ� "	

	 ��
���# + ��� 
���# ���� ����	 + �� �	����� ���� �������	 �	 �� ��������	

�������
��

5′. �� 	
��
	 ψ ∈ V n
0 
	��	 ��	 {DbTγψ : b ∈ B et γ ∈ Γ}# 	�
 ��	 ���	 ��
�������	 �	

V n
0 �

,����# V n
0 	�
 �� 	����	 BΓ)��������
 	��	���� ��� φ. �� ��
��� �� ���� �������	

�	 �!,-. �������	 ��
 	��	���	� �	 ����
�
���� A = {aj : j ∈ Z} 	
 �� �����	 B ⊂

/�



GLn(R)� ������ AB��	
� ��� 
�� ���������� ���������� ��� ��
� ������� ������ {Vj}j∈Z
�� L2(Rn) ������������ �
� ���������� 1, 2, 3, 4 et 5′� �������� V n

0 ����� ��� ������ ��� ���

Γ������������� �� �� �������� φ� �� ����� ��� ��������
�� ����� ���������� ��� ���������

Dbφ, b ∈ B ��� �� ������� �
� DbTγφ = TbγDbφ �� B(Γ) = Γ�  �
� ���������� ���

�������� � ��
� ������
����� ��� ��
� �������� �
������ ���� L2(R2)�

����� �����	� 
 � �
��	���� �� ��������� �������� � 	� �������

�� ���
��
��

!���� ���� �� ��� 
��������������� ��
� ������� ��� ���������� ������������ �
��

������ �� ��
� �������� �
 ��� ��
�� ������� �� ���������� u ���� det u = 2� "�
� ��
�

��������� �� #$%& �� ��
� ����������� �� �'��(�� �)�� * ���������� �������� ��
� ���
��

�� ������� a ��� 
�� ������� �� �
������� + a = q =

(
1 −1
1 1

)
������������ �� ������� ��

�������� ������� π
4
���� �� ���� ��� ���
����� ��
�� ������� ��������� ��
� ����� det q = 2

�� ��
� ���
�� B = {bi : i = 1, · · · , 7} ��� �� ���
�� ��� �'������� �
 ����� +

b0 =

(
1 0
0 1

)
, b1 =

(
0 1
1 0

)
, b2 =

(
0 −1
1 0

)
, b3 =

(−1 0
0 1

)
,

�� bi = −bi−4 ��
� i = 4, 5, 6, 7�

,��� R0 �� �������� �� ������� (0, 0), (1
2
, 0) et (1

2
, 1
2
) �� Ri = biR0 ��
� i = 1, · · · , 7�

,� ϕ(x) = 2
√
2χR0 � ��
� ���������� �
� �� �'��(�� {DbTkϕ(x) : b ∈ B, k ∈ Z2} ��� 
��

���� ���-������� �� �������� V0� V0 ��� ���� 
� ������ �� ��
��� ��� ��������� �� �����

���������� �
� ���� ���������� �
� �-��
� Z2������������� ��� ��������� Ri; i = 1, . . . , 7�

!���������� ���������� ��� ������� Vj = Dj
qV0; j ∈ Z�

�������� V−1 �������� ��
��� ��� ��������� �� ����� ��������� �
� ���� ���������� �
�

�-��
� q−1Z2������������� ��� ��������� Ri; i = 1, · · · , 7� .� � �
� V−1 ⊂ V0 �� ���

������
��� Vj−1 ⊂ Vj ��
� ��
� j ∈ Z�

%%



 

������ ��	 
 ����
� �
���������� R0 �� ��� ������ ��� B �����

�
�� �
�� �� ������� �
�
���

φ(x) =

⎛⎜⎜⎜⎝
Db0ϕ(x)
Db1ϕ(x)

���
Db7ϕ(x)

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
ϕ0(x)
ϕ1(x)

���
ϕ7(x)

⎞⎟⎟⎟⎠ ���� 

��� �
����
� ��!���� " ������ ����������� �
�� ����� #$�� %� 
&������� �� '���� ��(!���)


� �
������ *�� +

R0 = q−1R1 ∪
[
q−1R6 +

(
1
2
1
2

)]
= q−1R1 ∪ q−1

[
R6 +

(
0
1

)]
. ���� 

,���� �*����
� �����*�� *��

χR0(x) = χq−1R1
(x) + χ

q−1

(
R6+

⎛
⎝0
1

⎞
⎠
)(x) ���- 

�-



 

������ ��� 	 
����
��
��� �� ����
��� �� ��������� �� �� ��
���� ��������� q ��� ��� 
��������
Ri �����

�� ������ ����� ������� ���������
�

ϕ(x) = ϕ0(x) = ϕ1(qx) + ϕ6
(
qx−

(
0
1

))
. �����

 � �!!������
 Dbi " ������
��� !�������
� �� �� �#������
 �� ������ ���$ ���� �#
����� %

ϕ0(x) = ϕ1(qx) + ϕ6
(
qx−

(
0
1

))
, ϕ1(x) = ϕ2(qx) + ϕ5

(
qx−

(
0
1

))
,

ϕ2(x) = ϕ3(qx) + ϕ0
(
qx+

(
1
0

))
, ϕ3(x) = ϕ4(qx) + ϕ7

(
qx+

(
1
0

))
,

ϕ4(x) = ϕ5(qx) + ϕ2
(
qx+

(
0
1

))
, ϕ5(x) = ϕ6(qx) + ϕ1

(
qx+

(
0
1

))
,

ϕ6(x) = ϕ7(qx) + ϕ4
(
qx−

(
1
0

))
, ϕ7(x) = ϕ0(qx) + ϕ3

(
qx−

(
1
0

))
.

���&�

'��
 ψ0(x) = ψ(x) = ϕ1(qx)−ϕ6
(
qx−

(
0
1

))
� (� )��
 ���� ��� ������
�� ���

�����

�� ����*��
 �� 
������ ��� ������

� �� 
*!� +����  � �,�
$ ��� �����
�
� ��-.��
 ����

��



�������� ��	
� ��

�� �� ��
����� D ∈ R2 ����� ��� χD �
� ��� �����
�� �	������� �	���

��� �����
� �	��� ���
��� �������� ��� ���
 �	��� �� � �
���

�� � �����

���

�
�

 ��� ��������� �� � ��!"��� ����� ��� �
#������ �� ���� ��
�����
 �

$�
��
% &�


 
����

{Dj
qDbTkψ(x) : J ∈ Z, b ∈ B, k ∈ Z2} �'%�(�

�
� ���� ��� ��
� ����������� ���� L2(R2)% &� �����
�� ψ �
� ��� �
#������ �� �����
��


��������

�
���
 �������
��
 ������

��
 �� ��
�����
 �

$�
��
% )���� �����
�� ������� φ

�
�* ���
������* �������� ���
 

���� ��� +�,
� ������- ��
 �
� �

��
� �� 
 
���� �.��

���


��� �

��
� / �� ����
�� ��
������ {Dj
qTk : j ∈ Z, k ∈ Z2} �� ���� �
� 0��
 ���� ��


���������
 �����
��������
%

&�
 ��
�����
 {DbTk, b ∈ B, k ∈ Z2} �� {TkDb, b ∈ B, k ∈ Z2} 
��� 
����
���
 ��

���

��
 ����
��
 b ∈ B ��� ��
 ������
 ���
���
 �� det b = 1%

1� ���� ���� ����
� �� �����
�� 0�����
���� 2

Ψ =

⎛⎜⎜⎜⎝
Db0ψ
Db1ψ
%%%

Db7ψ

⎞⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎝
ψ0

ψ1

%%%
ψ7

⎞⎟⎟⎟⎠ �'%���

�3

ψ0(x) = ϕ1(qx)− ϕ6
(
qx−

(
0
1

))
, ψ1(x) = ϕ2(qx)− ϕ5

(
qx−

(
0
1

))
,

ψ2(x) = ϕ3(qx)− ϕ0
(
qx+

(
1
0

))
, ψ3(x) = ϕ4(qx)− ϕ7

(
qx−

(
1
0

))
,

ψ4(x) = ϕ5(qx)− ϕ2
(
qx+

(
0
1

))
, ψ5(x) = ϕ6(qx)− ϕ1

(
qx+

(
0
1

))
,

ψ6(x) = ϕ7(qx)− ϕ4
(
qx−

(
1
0

))
, ψ7(x) = ϕ0(qx)− ϕ3

(
qx−

(
1
0

))
.

1� � ���� ���

{Dj
qDbTkψ : J ∈ Z, b ∈ B, k ∈ Z2} = {Dj

qTkΨ : J ∈ Z, b ∈ B, k ∈ Z2}. �'%�'�

�
� ��� ��
� ����������� �� L2(R2)%
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����� �����	� � �
 ��
����
���
 ������	�


��� ���� �	
������� 
�� ��
�� �� ���� ����� ���	� �����	������ ����
��	�� ���� �� ��	���

��� 
�� �
��
����	 �� �����	� �
���


� ����� ���� 
������ ���� ����������

���� ���� ρ = 1
2

(
1 −√

3√
3 1

)
� 	��	
������� 
� 	������� �����
� π

3
���� 
� ���� ��� �����

��

����� ����	�� ��	��
��
 ���	 �	����	� det ρ = 2� ���� �������� ���� 
��������� �����


� ����	� 
� ���	� �������� �� ���� R0 
� �	����
� �� ������� (0, 0); (
√
3
2
, 0) et (

√
3
4
, 3
4
)�

���� ����� �����
� B = {ρi; i = 0, . . . , 5} �� ��� 


����� �	�����	���� 
� �	����
� R0

���� 
�� �	����
�� Ri = ρiR0, i = 0, 1, . . . , 5.

 

 ���	� !�" # $�� ������
�� 
���

�� ���	 
�� % 


����� �� �	���� ������	
� ��	 
�������
��� 


����� �� B ��	 
� �	����
� R &"%'�

���� c = 1
4

(
0 3

√
3

6 3

)
�� ���� Γ = cZ2� $������� V0 ⊂ L2(R2) ���� ��� �����
�

��� �� ������ �� ������ 
�� ��������� ���������� ��	 
�� Γ��	���
��
�� ��� �	����
��

()



Ri = ρiR0, i = 0, 1, . . . , 5. ��� ��������	�� 
� ����
����� 
� �� ������ ��� ��� γ ∈ Γ �������

��� ��������� 
� R2� ���� q =

(
1 −√

3√
3 1

)
� ����� ��� ���� �����
	���� ���������� ���

�	�	�	� ��� �� ���� �� ! 
���������� ������	�� {DqjDρiTγ : j ∈ Z; i = 0, 1 . . . , 5; γ ∈ Γ}
�������	 ! �� �������� 	������ φ = αχR0 �" α ������ ����� ��� ‖φ‖2 = 1�

��� ������� Vj ���� �#����� ��� 
��������� 
� ������� qj 
� �������� V0$ �� ����$

Vj = Dj
qV0, j ∈ Z� %	���&��� �������� V−1 �#���� ��� q−1R0�

�� '���� ���&���� ������ ����
����� �������� H �� ! �����	����� $ ����
����� q−1H� (�

�������� ��� �� �������� R0 ��� ��� ����� 
��)���� 
�� ��������� Ii = ρiI0; i = 0, 1, . . . , 5�

*��������� ���� �������� ��� V−1 ⊂ V0 � � ������ 
� ����� '����$ ���� �#���&��� ���

 

������ ��+ , %������� 
� ����
������ ���
�������� ���� ��� - 	�	����� 
� ������ .�-/�
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R0 = q−1R1 ∪
[
q−1R2 +

(√
3
2

0

)]
∪
[
q−1R3 +

(
3
√
3

8
3
8

)]
∪
[
q−1R4 +

(√
3
4
3
4

)]
= q−1R1 ∪ q−1

[
R2 +

(
0
3
2

)]
∪ q−1

[
R3 +

(√
3
2
3
2

)]
∪ q−1

[
R4 +

(−√
3

2
3
2

)]
.

����� ������	
 ���
���� ���

χR0(x) = χq−1R1
(x) + χ

q−1

(
R2+

⎛
⎝0

3
2

⎞
⎠
)(x) + χ

q−1

(
R3+

⎛
⎝

√
3
2
3
2

⎞
⎠
)(x) + χ

q−1

(
R4+

⎛
⎝

−√
3

2
3
2

⎞
⎠
)(x)

	� �	�� ����
���
�

χR0(x) = χI0 + χII0 + χIII0 + χIV0

�� 
� 
	���� ��� �	
���	
� 	
��
����� ��
��������� ��
� W−1 ��� �	

� 
� �	���
� | det q|−
1 = 3� �	�� ��	
� �	
� ��	�� �	
���	
� ��� �
��
���
� 
� �	�� ������ W−1 ��� �	
�

χI0 − χII0 + χIII0 − χIV0

χI0 + χII0 − χIII0 − χIV0

χI0 − χII0 − χIII0 + χIV0

������


�� ���

�� 
	�� 
	�	
� ��� Ψ1,Ψ2 �� Ψ3 ����� 
	���
�����	
 ��
� L2(R2)� �� ��� 	��

�������	
�  �
 �!�
 ���� ��� W−1 �	��
���
� 	��"	�	
�
 �� V−1 ��
� V0 � �
� ����

	��"	
	���� {DρiTγΨ
l : j ∈ Z; i = 0, 1, . . . , 5; l = 1, 2, 3}� �	��� 
	�� �	��	
� 
� �	��

����
���
� c−1Bc = B 
	�� ��	
� �	
� #

{DρiTγ : i = 0, 1, . . . , 5; γ ∈ Γ} = {TγDρi : i = 0, 1, . . . , 5; γ ∈ Γ},

�� ��� �	
�����
� 

{DqjDρiTγΨ
l : j ∈ Z; i = 0, 1, . . . , 5; l = 1, 2, 3; γ ∈ Γ} = {DqjTγDρiΨ

l},

��� �
� ���� 	��"	
	���� �� L2(R2)� �	��� ��
� 
!�$���
� �������
� 
	�� �	��	
�

�%���� ��� 
!������ W0 ��� ��
���� ��� 3 × 6 = 18 �	
���	
� DρiΨ
l, i = 0, 1, . . . , 5; l =

1, 2, 3 ��� 
!���
�����	
 �� �&����� �%
� {DqjTγ : j ∈ Z, γ ∈ Γ}�

'�



��� ������	
��	�
 
�
��	
��	�� �
 ����	���� �	
�
�

�	�
�

����� ���� �	
���� �
����� 
� ����� �� �� ��
�

�� �	��� ��� �����
���� ��� ���� 
��

����
���� ��� ���������� �� L2(R) ��� ���� �
�
�
�� �� �����
�� ��� 
�����
�
�
��� �

����������� �
�
�� ���� ��� �����
��� �
���� �
� �����
��� ����� �����
��� 
���
��� ���

�	���
��
�� �� ���������� ��� ��
�� ���� 
�����
��� ���
������ �
 �����
�� f � ��
�����

����� �� ����
� �	������ �� �	
�����
�
�
�� �����
��

�� ��� �� ���� !� �
 ����
�� ��

�
 ����� L2 �	��� �����
�� f ���� "��� ���������� � �
��
� �	�� ������ �� �����
����

�� �
�
�
�
�� ���
�
������ ���
� �� �
� ��
����� �	
�����
�
��� ��� ������ �� ��
�
�
��

���� ��
 �������� ����� 
��� ��� � �
 �
�� �� �
 ���������
�� �� ����
���� 
����
�#��� ��

��������
�� ��� ������� �
� ����������� ����� $%&'())) *+,-�

.�� 
���� 
���
�
�
�� 
�����
���� �����"��� ��
�� ��
������ ��� �����
���� �� �	
�����
�

�
�
�� �� ���������� ��� �� �����/�� ��
��
��� �� ��������	
 �� �������� 0�������� ���

���� ������� ���� ��������� ��� �����
�� f ��
 ��� �������� �
� �� ���
� ��
�� '
���
��

�� ��1���� ����� �� �� �
�

��� σ2� 0�������� ��� fn ���
��� �
 �����
�� ���1
��� 2
��

�� �
�� ��
��� ���
���

 �� *�3- ��� �������� ��	
� ��
��� ��� ��������� ��/� �
���� ��

��/� ���
�� ���� ���
��� ��� �����
�� f � 4� �	
�
�� ������
�������� �� 5

�� �� �
���� �� �	���
��
�� �� ���������� �� fn�

(� 6����� � 7��� ��� �����
���� �� ���������� �� fn ���� ��� �
����� 
������� ���� ��

������� �	��� �
���� 8�� ���
 ������ σ2!�

�� �� �
���� �	�� ���
�
���� �� f �� �
�� ��� �����������
�� � �
��
� ��� �����
����

�	���������� �� fn ��
 ��� �
� ��� �
� � 7����

4� �	
�/�� ��� �
 �������
��� �� ����� ��������� ������ �
��������� �� �
�� �� �����
��

�
��� �� �	������ �� �	
�����
�
�
�� �����
��

�� *�3-�

,�



��� �������	
��� �

������ ����
����	 ��
����	���� ��������	��� ��� �����
�	�� ����


����
��	
�� �� ������		�� ��
�
����
�������� ��� ��� ����
��	
���� ��������������	�

����� �� �� ����� ���� �� ��	�
� �

�������� �� �
	��	
�� �� ��	 �
�����	� �� ����
����

�
����
���� �� �� �������
��	
�� ���	
�
����
������� �	������ ��� ������		�� ����
����

�� �����
	 ��� � ��� 	��� �� �����
�	�� ��������
��	
�� ����� ���� �� ��� ��
�
���


�
������ !��� �� ��
	�� ���� �
�
	��� ��	�� �		��	
�� " n = 2 #��� n > 2 ���	 �
�
��
���$�

%�������� ���� ���� �� �
����
�� n = 1� ���� �		�
���� ��� ����� ������
��	
���

���� ��
��� ����
� ��������		�� ����	 ��� ������	� ������	� �	 ����	 ��&������	 ��

�����	� ����� '� �
����
�� n = 2 ���� ������� ���
�����	 ����	��
�� �� ���	(��

��������		�� ��	��������� " ���	
� ����� )�% ��
�
����
������� ���� ����	
�� �������

φ �	 ������		� ψ� ����� ��
	 *

!�+�
����� 	��
� ������		�� ψ(1)(x, y) = φ1(x)ψ1(y), ψ(2)(x, y) = ψ1(x)φ1(y), ψ(3)(x, y) =

ψ1(x)ψ1(y)� )���� �� ���	(��

{ψ(l)(x, y) = 2jψl(2j(x− k1), 2
j(x− k2)) : j, k1, k2 ∈ Z, l = 1, 2, 3}

��	 ��� ���� ��	��������� �� L2(R2)� ,� ���	(�� ��	 ������ )�% " ���� ��������		��

���������� -��� ������� ���
�
� ���
�����	 � ψ �	 φ " �� ������	 ������	 �	 ���� R

�����	 ����� !��� �� ���� �� ��������	 �� �� � �� ���
(�� ��� ���� �� ��� ��
�
���


�
������ �
 f ∈ CR(R2) �	 ‖f‖CR � ����� �� m���� ���� ����� ���&�
��	 ��������		� �� ������

������� ��	
���
	 "

�������� 	
� ���� ����� ��	� 
���
�
����	 ���� R ������	 
��
�	 ��� ��
	� �
 ���	��


�	 ���	����� C1, C2 �� L� ���� k1, k2 ∈ Z �� ���� ����� �������� f(x, y) ���� 
������

���������� 
��	 L2
loc �

|〈f(x, y), ψ(2jx− k1)φ(2
jy − k1)〉|L2 � C1‖f‖CRm−(R+ 1

2
), #.�/0$

|〈f(x, y), φ(2jx− k1)ψ(2
jy − k1)〉|L2 � C1‖f‖CRm−(R+ 1

2
), #.�/1$

20



|〈f(x, y), ψ(2jx− k1)ψ(2
jy − k1)〉|L2 � C2‖f‖CRm−2(R+ 1

2
). ������

�� C1 = ‖ΨR‖L2 �� C2 = ‖ΨR‖2L2�

��������	�
��� ��	
 	��
�
��
 
� ��
	
��� �����	 ���
 
� ������� �������� �� ��	


�

�����
 �	� ψ �
� � 
	����� �������� ���
� � ���� �	� �
 ���
�� L > 0 ��
 �	� |x| �
L ⇒ ψ(x) = 0 �� �����

��
 ���� Ψ(x) ��	� r ∈ N ����� 
	��  

ΨR(x) =

∫ x

L

tr−1ψ(t)dt.

!� �	���" ����� ψ � R ������
 �	

 
� 
	����� �� Ψ(x) �
� ���
 [−L,L] ∀ r � R� #�

� ���� �	� ��	� ��	�� $������� f(x) ∈ CR" �� �  

〈f(x), ψ(2jx− k)〉 = 1

(R− 1)!

1

2jR

∫ k+L

2j

k−L

2j

f (R)(x)ΨR(x)dx.

�� ���� �	�

|〈f(x), ψ(2jx− k)〉| �
‖ΨR‖L

1/(1− 1
P

)

2j(R+1− 1
P
)

[ ∫ k+L

2j

k−L

2j

|f (R)(x)|pdx
] 1

P
. ����%�

����

	
�� ��� ���� ����� 	
�� �
���������� 
��� R ������� ���� �� ���� ���� p � 1 k ∈
Z �� ���� ����� �������� f(x, y) �� � ������� �
�� Lp

loc� �� ������
�� �
����
���� �� ������

�� �	����� ��� ����
����� ����&��� ����'�

!� �(��" �� �  

|〈f(x, y), φ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2)〉| �

‖ΨR‖
L
1/(1− 1

p )

2j(R+1− 1
p
)

[ ∫ k1+L

2j

k1−L

2j

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

| d
R

dxR
f(x, y)|pdydx

] 1
p

� C1

m−(R+1− 1
p
)

[ ∫ k1+L

2j

k1−L

2j

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

| d
R

dxR
f(x, y)|pdydx

] 1
p

�� ������� p = 2 �� m = 2j �� �������

|〈f(x, y), φ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2)〉| � ‖f‖CRC1m

−(R+ 1
2
).

%'



�� �� ���� ����	
� �� �� � �
� �

|〈f(x, y), ψ(2jx− k1)φ(2
jy − k2)〉| � C1

m−(R+1− 1
p
)

[ ∫ k1+L

2j

k1−L

2j

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

| d
R

dyR
f(x, y)|pdydx

] 1
p

�� �
����� p = 2 �� m = 2j �� �������

|〈f(x, y), ψ(2jx− k1)φ(2
jy − k2)〉| � C1‖f‖CRm−(R+ 1

2
)

��

 ����
�
 ����������� ������� ����
��� �� ����
	�� �
����� �

�������� 	
� ���� ����� ��	� 
���
�
����	 ���� R ������	 ��
	 �� ���� ���� p � 1 k ∈
Z �� ���� ����� �������� d2R

dxRdyR
f(x, y) 
��	 Lp

loc �

|〈f(x, y), ψ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2)〉|L2 � C2

22j(R+1− 1
p
)

[ ∫ k1+L

2j

k1−L

2j

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

| d2R

dxRdxR
f(x, y)|pdydx

] 1
p

�� C2 = ‖ΨR‖2L
1/(1− 1

P
)
�

����
�������

  ����!�
���

g(y) =

∫
f(x, y)ψ(2jx− k)dx

=
1

2jR

∫ k1+L

2j

k1−L

2j

dR

dxR
f(x, y)ΨR(2

jx− k)dx

���
�

〈f(x, y), ψ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2)〉 = 〈g(y), ψ(2jy − k2)〉

=
1

22Rj

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

ΨR(2
jy − k2)

dR

dyR

×
∫ k1+L

2j

k1−L

2j

dR

dyR
f(x, y)ΨR(2

jx− k1)dxdy.

"�



����� d2R

dxRdyR
f(x, y) �� ΨR ���� �	��
����� ���
���	
��� ���� ������� ���
������� ����


� ����� ���
���
� �

〈f(x, y), ψ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2)〉 =

1

22Rj

∫ k1+L

2j

k1−L

2j

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

ΨR(2
jx− k1)Ψ̃R(2

jy − k2)

× d2R

dxRdyR
f(x, y)dydx.

�� ���
������ 
���
��
��
 �� ��
���� �� �	�����

|〈f(x, y), ψ(2jx−k1)ψ(2
jy−k2)〉| �

‖ΨR‖2
L
1/(1− 1

p )

22j(R+1− 1
p
)

[ ∫ k1+L

2j

k1−L

2j

∫ k2+L

2j

k2−L

2j

| d2R

dxRdyR
f(x, y)|pdydx

] 1
p

����� 

�� ������� p = 2 �� �

|〈f(x, y), ψ(2jx− k1)ψ(2
jy − k2)〉| � C2‖f‖CRm−2(R+ 1

2
).

���� m = 2j �� C2 = ‖ΨR‖2L2 �

�������� 	
� ���� ����� ��	� 
���
�
����	 ���� R ������ ��� ��
	 �� ���� ���� p, q �
0� ����� �������� f(x, y) � 	������ ������� 
��	 [0, 1]2 �� � 
������ ����� d2R

dxRdyR
f(x, y) ∈

Lp
loc ���� N > 0 ���� ���� ���������� ��� 
� �������� fN ��

� ��� �

‖f − fN‖Lp � C4N
−R‖ d2R

dxRdyR
f(x, y)‖

�� fN ��� ��	 �
�	 ��� N ���������	 ��� ��
	 
��	 
������	��� 	�� 
� ��	� 
���
�
����	�

��

C4 = C22
2
P
−RL

1
P ‖φ‖LP

×
(
1 +

2

(R− 1
P
)log2

)2+ 2
p
.

!!



��������	�
��� ������

φk = φ(x− k1)φ(x− k2) (k1, k2) ∈ Z2, ����	


ψj,k = ψ(2j1x− k1)ψ(2
j1y − k2), (j1, j2) ∈ Z2

+, (k1, k2) ∈ Z2 �����


αi = 〈f, φk〉, �����


βj,k = 〈f, ψj,k〉, �����


‖j‖ = j1 + j2, �����


D = ‖ d2R

dxRdyR
f(x, y)‖Lp , ����



C3 = (2L)
1
pC2. �����


�� ����� �� ������� ��� �������� �� ��������� �!��� ���"�������� ��! ����� ������ ��� #

‖f − fN‖Lq �
∞∑

j=j0+1

j2jεj

= C3(2γ)
1
P ‖φ‖LpD

∞∑
j=j0+1

j

2j+
R+1

p
2

j0+
R+1

p
2

j

� C3(2γ)
1
P γ‖φ‖Lp2

−RN−R‖ d2R

dxRdyR
f(x, y)‖Lq .

�$ γ = 2
(R− 1

p
) log 2

(
1 + 2

(j0+1)(R− 1
p
) log 2

)
�! εj = C3D(2γ)

1
p/2j+

R+1
p

2
j0+

R+1
p

2
j �����

%� !����! �� �!� ��� γ �
(
1 + 2

(R− 1
p
) log 2

)2
�� �

‖f − fN‖Lq � C2γ
1+ 1

P ‖φ‖Lp2
2
P
−RN−R‖ d2R

dxRdyR
f(x, y)‖Lq

= C2

(
1 +

2

(R− 1
p
) log 2

)2+ 2
P ‖φ‖Lp2

2
P
−RN−R‖ d2R

dxRdyR
f(x, y)‖Lq .

%� &� �� �'!���!

‖f − fN‖Lq � C4N
−R‖ d2R

dxRdyR
f(x, y)‖Lq

����

‖f − fN‖22 � CN−2R‖f(x, y)‖22.

()
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�� 
�� ���� 	� ��� ����������
���	 	�� ��
������� ������
������
� ��


���	����� �� �
�� ��� �������� �� 	� �
����
� f �
����� �� �
���� ��� �� �����	������

��
	���� 	� �������
� ��� ���������� ���� ���������� ������
��� ��� �����	�� 	�����
���

����
� �� 
���	����� �� 	� �
����
� f = χD� 
� D ∈ R2 ��� �� ������	� �
�����

	����� ��� �� �
��
�� ��� �� 	
������ L� �
������
�� �� �������	��� 	�� �
��������

��
���	����� ���
����  	� ��
������ �� 	� ����
� !� �
��� f ��� �
����� ��� �
��������

��
���	����� �
�� ��
���� |〈f,Ψ(l)
j,k1,k2

〉| � 2−j� �� 
����� �
��� 	� ��
������ �� D ��� ��

	
������ ���� �� 
�� 	�� 
���	����� 
�� ��� ����
��� �
�������  �"�
�� ��"�		� j �	 #

�  ��� ���� L2j 
���	�����  ����
�� ���
�$���� 	� ��
������ �� 	� ����
� D� %	 ����	��

�� ��� 
����$���
�� 
�� 	� N ���� �	�� ����� �
������� ��
���	����� ���� ����� �	���� ���

�
��� ��� C(L)N−1� ���� ���	�
�� 
�� 	� ���� �������� ������
������
� �
��	�������

��� ���	����� ��
���� O(N−1)� &�� �
���
����� �	 ������ �� ����� �
���� �� �
��������

��
���	����� ������������ ���
���� �� ����� �� ����
�������� �� 	� �
����
� f � �� 
�� ������

	� ���� ������
������
� �� 
���	������ '� ����
� �� ����� 	�������
� �� 	�()* �� �����

��
���	����� �������	�� �� ���� �������
�� ��� 	� ���� 
�� 	��� ����
��� �
�� ��
��
���

+�		�� 
�� ����
��� ��� �� ����� �� 	� ���		� � 2−j × 2−j , �� �
��� 
���	 # � �����
��


���	����� �"�$���"��� 	�� �
���� �� �����	����� ��
������� ����� ��� �
�������� ��

��	�����
� ���
�������

&
�� ���
���� �� ��
�	��� �� ��
����� �� ���		����� ����
������
�� ��� �
���

��
�� 	����� ��� �
������ �� �	������� �������
��� 
� �
�� �
�������� 	�� �#������ ��

��	�����"�		�� �	�������$�� 
�� �
�� �	�� �
��	�� ��� ������������� ��� ������������
���

����
��
���� &	������� �
��������
�� 
�� ��� ����
�������  �
������� ��� 	�� ���������

-./0 �� �	������� -10� &���� 	�� �
��������
�� 	�� �	�� �������� ��
�
���� ���� 	� 	�����

������� 	�� 
�������� -20 �� 3"���	��� +4���	����� �� �����		�����, -560 ���������� �����
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	 �� ���� ��	 	
�����	 ��
����
� �
�	������	� ����� ��	
����� ��	

	�	����	 	�
� �������	 �� ����
��� ��	 ������������
	 �
�
���
������ ��	 ��
����
	 C2

��
��

�	 ��� ������
� �
 ��
� ����
	��
	 ��
� ��	 
����	 �� ������		�
�� �� �!����
�

�!������������
 
�
���
����� �	� �!����� N−2� ��  
� �	�� ����� 	� ��	 ��
����
	 
!�����
�

��	 �� ��	��
��

���	�

"�
� ��

�� 

� ������
�� ���� �� ����� �������� �� ��
���� �����
� �� ����
�	��

�!�
�������	 ��
� #��� ������ ��
� ����
�� ��	 ����	 �� 	�	����	� 
�
	 ����
	 ��������
�

������� �� ��
	��
����
 ��	 $
�������	 �� ��	�������
� �$�� �
 ��
� ����
	��
� �����	���

	�
� ���������
� ����	 �
� �
�������	 ���� ���������
	 �����	��	� %��� 
�
	 ����
	 �	 
�		��

	�
����
� ��	 ����	 ���
������	 �� ��	 ����	 &�
�����	 	�
� ������
���	 ��
	 '()* �� '(+*�

����� ����	
� �
���������� �� ��������
��� ����

,� ������� ��	 �
�������	 - ���������
	 �����	��	 �
����
��� ����������
� ��
�
��



� �������� ������
�������
� �.���� ��
� �����
�� �� &�������� �� �� �!/01� 2


����
	��
 
 3 (� 
�
	 ��
	�����
	 �� 	�	���� �.
� ���� ���������
	 �����	��	

{Dj
aD

l
bTkψ(x) = ψj,l,k(x) = |det(Mcl)|−

j
2ψ(M j

clx− k) : j, l ∈ Z, k ∈ Z2} �(�(+�

�4 ��	 �������	 a =

(
c 0

0 c
1
2

)
�� b =

(
1 l
0 1

)
�� Mcl = a.b =

(
c cl

0 c
1
2

)
� ,�	 �����
�	 �� ��

	�	���� �����
� 

 ����� �� "��	���� �� L2(R2)� �!�	� - ���� 5∑
j,l,k

|〈f, ψj,l,k(x)〉|2 = ‖f‖2,

��
� ��
� ψ(x) ∈ L2(R2)�
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���� ����� ���	
���� a ��� 
�� ���	��� �� ��������
� �� ��� �
�������� �����	�� �	
�

�
����� ��� ��������
� ����
�	
���� ��
� �	��������� ��� ����������� ������	�
�� 
�	���


������� ����� �
��� �
� ��� �����
	� �� ��������
� �	
������ ��
�� �����	� �
��	����
�

���� 
�� �

	�
���� ��	 	���
	� � ���
�	�� �� ���	��� �� ������������ b ��� ���
����

� ��� �	����
	����
�� ��
���	��
��� �
��� �

� ���
�� �� �
�	� ��� �
�������� �����	��

�
��	����� ��� 
	�������
�� ��� �������� �
 �������� ���� ��	��� �� �
���	
�	� ��� ���	��

��  �	����� �
�� ��� �������� �
�� �
� ��
������ � ��!�	����� �������� ���� �
��� � ���

����	��� 
	�������
��� "��� �

� �	��
�� 
� �#����� ��	���
���	 ��
��������� � ��������
��

�
��
���� ���� L2(R2)� �������� ���������� �� ������������� ��������� �
�� ��� �
������
��

��� �
����
�� �� �� �
	�� $%�&'( 
) a =

(
4 0
0 2

)
��� 
�� ���	��� �� ��������
� ����
�	
��

�� b =

(
1 1
0 1

)

�� ���	��� �� �������������

 

	 �

� ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R̂2� ξ1 �= 0� �
�� ψ̂(ξ) �
���� ��	

ψ̂(ξ) = ψ̂1(ξ1)ψ̂2(
ξ1
ξ2
),


) ψ̂1, ψ̂2 ∈ C∞(R̂)� suppψ̂1 ⊂ [−1
2
, 1
2
] \ [− 1

16
, 1
16
] �� suppψ̂2 ⊂ [−1, 1]� ���� ������
�

�
� ψ̂(ξ) ��� C∞ �� ��� � �
��
	� �
����� ����� �
� suppψ̂ ⊂ [−1
2
, 1
2
]2� �� ��
� �

�

�	�����
�� �
�

∑
j�0

|ψ1(2
−2jξ)|2 = 1 pour |ξ| � 1

8
, $%�%*(

�� �
� �

	 ����
� j � 0

2j−1∑
l=2−j

|ψ2(2
jξ − l)|2 = 1 pour |ξ| � 1.,

+&



����� ajbl =

(
22j 22jl
0 2j

)
� ���� 	
��� �	�� �� ���	
�� �� ����
�� ���������
���

ψ̂j,l,k(ξ) = 2−
3j
2 ψ̂(ξa−jb−j − k)

= 2−
3j
2 e−2iπa−jb−jkξψ̂(ξa−jb−j)

= 2−
3j
2 e−2iπa−jb−lkξψ̂(2−2jξ1, 2

−jξ2 − 2−2jξ1l)

= 2−
3j
2 e−2iπa−jb−lkξψ̂1(2

−2jξ1)ψ̂2(
2−jξ2 − 2−2jξ1l

2−2jξ1
)

= 2−
3j
2 e−2iπa−jb−lkξψ̂1(2

−2jξ1)ψ̂2(2
j ξ2
ξ1

− l).

�� ����� ����
��� �������
��� �� 	 ���

ψ̂j,l,k(ξ) ⊂ {(ξ1, ξ2) ∈ R2 : ξ1 ∈ [−22j−1, 22j−1] \ [−22j−4, 22j−4], |ξ2
ξ1

− l2−j| � 2−j}.

���� ��� �������� ψ̂j,l,k ��� ��� �������� ��	������	���� �� �
����
��� 	�����
�	�

��

22j × 2j� ��
����� �� ���� ��� �
���� �� ����� l2−j�

�	 ����
��� �������
�� ������ ��� ��� �������� �� �	 ��������� ��� �������� ��

� ����� !� ���� �� ���� �� ���� 	������� " ��� ��#����� $��� ���	�� j −→ ∞� ��

��
���	%���� 	
�� ��� ��
���	�
�� �����&��� �	� �'
��
�� l� ��� �����
���� �������� ���

��� !� ���� %�	����� ���� ������� ��� ��� ���������� ����������� �� ����
����� �������


����� ���
��� �%���
� �� ��
������� �����
���� �'	�����
�	�
�� ���� ��� �����
��� �
����

����
���� �	� �����	��� !� ����
� ��� �����
���� �
�
�	
��� ���� ��� 	
������� ��

���
��� (��� �������� " ��� �
����
��� �����
������ ����� 
��
��� �
)������� !� ��

	
������� ���� �	��
 ��� �� ��� �
� �� ��	�� 	� ����� �� �	 ����
��� ������
� ����

������� �� �����	�
��� ��� �����������

*��� �	������� ��	������ �	 ���������
�� �� 
���������� +,-. / ��� � ������ 	���
�)

�	
��� ��� 	�����
�	�
��� ���� ��� �����
��� f ∈ Cα, (α > 2) ����
���� �	� �����	��

�� ��
�
�	�� ��� ���������
�� 	�	��	�

�� �	 ��������� +,0. ����� ��� �����
��
�� �� ���

� ������ �� ����
���� �
����
����

1-



 

������ ��	 
 ��� ��

���� �� ��������� ��� �������� �� ������� ���� ���� ��� 
����� ��
������� ���
��������� �� ���� ! ��"������� ��#����� �� ������������$ ��
������ �� j �� l$
���
����%������ ��  ���� ������ ��� ��

���� �� ��������� �� ���& �������� ��
�������'
���� ( �� ������ 
��� ���)�� ������
��� ! j = 0, l = 0 �� �� ������ ������ ! j = 1, l = 1
*+,-

����� �����	� 
� ��
��������
 
� ψ1 �� ψ2

.��$ ���� ���� �������� ! *�/- 
��� ������� �� �&��
�� �� ������������ ��� ���������

ψ1 �� ψ2 ������������ �� 
��
������ ��'#��� �������

0��� ���������� ψ1$ ���� ��� �������� ��
���� h(t) ∈ C∞ ! ��

��� ����
( − 1

6
, 1
6

)
$

������������ !
∫
R

h(t)dt = π
2
�� �� ������� θ(ξ) =

ξ∫
−∞

h(t)dt� 1���� �� 
��� ���������� ���

�������� �����

b(ξ) =

⎧⎨⎩
sin
(
θ(|ξ|)− 1

2

)
si 1

3
� |ξ| � 2

3
,

sin
(
π
2
− θ( |ξ|

2
− 1

2
)
)

si 2
3
� |ξ| � 4

3
,

0 ailleurs.
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�� ������� ��	 
���

�	�	 ��� ���	 ����	 ���
�	 � ����� ������� � ���
∞∑

j=−1

b2(2−jξ) = 1 pour |ξ| � 1

3
.

��	��	 ����
����
 u2(ξ) = b2(2ξ) + b2(ξ)�  � 	!�� 	��
 ���
∞∑
j�0

u2(2−2jξ) =
∞∑

j=−1

b2(2−jξ) = 1 pour |ξ| � 1

3
.

"��������
� 	��
 ψ1 ��#��� ��$ ψ̂1(ξ) = u(8
3
ξ)� %��$	 suppψ̂1 ∈ [ − 1

2
,− 1

16

] ∪ [ 1
16
, 1
2

]
�
 �!����
��� �&�&'� �	
 	�
�	���
�� (�

� ���	
$��
��� �	
 ����	
$�� ��$ �� "�)�$� &�* ����

���$ �� ���	
$��
��� �� ψ̂2(ξ)� ���	 ���	���$��	 �!�+�$� ��� ����
��� , +�		� ��		�

f1 ∈ C∞(−2, 2) 
���� ��� 0 � f1 � 1 	�$ (−2, 2) �
 f1 = 1 	�$ [−1, 1] � ���$

���� � ���� ����� -�	��
�� ��	��	 f2 =
√

1− e
1
t � %��$	 � ���	 �� 	��	 �� �� ����
� ,

)���
�� f2(0) = 1, f
(k)
2 (0) ���$ k � 1 �
 0 < f2 < 1 	�$ (−1, 0)� .�#��		��	 ����

f(t) = f1(t − 1)f2(t − 1)� ���$ t ∈ [−1, 1]�  � �	
 ������ �� ���$ ��� f (k)(−1) = 0 ���$

k � 0� f(1) = 1� �
 f (k)(1) = 0 ���$ k � 1�

���
 g(t) =
√
1− f 2(t− 2)� ���	��� g(t) = e

1
2(t−3) � ���$ (2, 3)� �� 	!�� 	��
 ���

lim
t→3−

g(k)(t) = 0� ���$ k � 0� "��������
� ��#��		��	

ψ̂2(ξ) =

⎧⎨⎩
f(ξ) si ξ ∈ [−1, 1),
g(ξ) si ξ ∈ [1, 3],
0 ailleurs.

%��$	 ψ̂2 ∈ C∞
0 (R)� ���� suppψ̂2 ∈ [−1, 3]� �


ψ̂2
2(ξ) + ψ̂2

2(ξ + 1) = 1, ξ ∈ [−1, 1]. �&�&/�

.� �!����
��� �&�&/�� �� 	!�� 	��
 ���� ���$ 
��
 j � 1�

2j−1∑
l=−2j

|ψ̂2(2
jξ − l)|2, pour|ξ| � 1.

0� ����
��� ψ̂2 �	
 ����	
$�� ���	 �� "�)�$� &�* �+��

/�



 

������ ��	 
 ��
 �� �������� |ψ̂1(ξ)|2 ������ �����
� ���� ξ > 0 � �� ���� ������� ��� ���
��������� ����� �������� ��� � ������ ���!� ���� " �#��$����� " ������ %� �� ����� %� ��
��������� ���&��� b2(ξ) + b2(2ξ) ������� �����������
� � 
 �� �������� ψ̂2(ξ) '�()�

*+



�������� 	


�� 
��������� ���������

��� �������	 
� ��
	����	

���� ����� ��	�
�� ��
� �������� �� �������
�� �
� x ∈ Rn ��� 
� �����
	 ��������

����� � �
	� x =

⎛⎜⎝x1
���

xn

⎞⎟⎠ �� �
� ξ ∈ R̂n ��� 
� �����
	 �
���� ����� � �
	� ξ =
(
ξ1 · · · ξn

)
�

��
� ����
��	��� �
��
 ��� ��
� ���	���
	� �
	 L2(Rn) �

• ��� �	������
��� Ty � (Tyf)(x) = f(x− y)� ∀y ∈ Rn�

• ��� �
�����
��� Da � (Daf)(x) = | det a|− 1
2f(a−1x)� ∀a ∈ GL(n,R)

��������� �
�
�� �

�� ������	���� {ψi}i∈I ���� 
� ������ �� �
���	� H ��� 
� ���	�

��  �	����� ��
	 H �
 �� ��
������ �


∑
i∈I

|f, ψi|2 = ‖f‖2 ∀f ∈ H

!��
 ��� ��

������ � �� "�	�
��

f =
∑
i∈I

〈f, ψi〉ψi ∀f ∈ H

#$



�� ��� ������ 	�
�����

 �
 
���� ��
� H� ���� ��

�� ����
 	���� �� �������� ��
 �
�

�������

�
��
 �� 
��� ���� ���� �� �
 	���� �� �������� 
�� ��� �����
 ���
�� �
� ����

�
 ��
�����

����� �����	 
����
� 
��	

�� ������ ��
���� ��
� ��� Rn ��� 
��� 
�
�
� �	� G = GL(n,R) � Rn 	�
���
� �



��
 ��� ����� (a, t) ∈ G � ��
� �� ������
 
���������� � ���	 �����
��
 �� ������

(a, t).(a
′
, t

′
) = (aa

′
, (a

′
)−1t+ t

′
); ∀(a, t) ∈ G.

��� Rn 	�

� �����
��
 ��
 ����	��� ! ���	
��


x −→ a(x+ t).

���


N = {(a, t) ∈ G | a = I, t ∈ Rn}

�
 ���
 D = {(a, t) : a ∈ D, t = 0} �
 ���� ������ "���� �� GL(n,R)� #��� 	�
������
�

�� ���� ������ H ��

� ���

H = {(a, t) : a ∈ D, t ∈ N}.

$�
� �� ���
 
��� 
��� ��"���
� ! N 	���� ������ �� 
��
���
��
� �
 ! D 	���� ������

�� ����
�
��
 �� H�

����� �	���	 �	 �

�

%��
 ������ ��	�����

 	����	
 H ���
 �
�� ��
� �� ������ ��� &���

 �� ����

�'�� ��� 	���� &��� ��� �� ������ �� �������� ��� R ()*+� ���� ���	�����

 �
 ��

��

,-



��� ����� 	
�� 
�� ����
�� � ����� ������ ���� ���� ������� μG �� μD ��� H� �

�����

������� �� ���� � ������ �� � ������ ���
����������� ������ ��� �

dμG(g
′
.g) = dμG(g), ∀g′ ∈ H,

dμD(g.g
′
) = dμD(g), ∀g′ ∈ H,

�� ���� ������� ���� ����� 
��
����� ��  ������ �����
������ 
�!��" μG �� μD ���� �� �������

��#�������" $� μG = μD� �� ��� ��� H ��� �� ����
� ������������" %� 
���������� �� H

��� ���
���� �� ��� ��������������� ������������ ��∫
H

dμG(g) < ∞.

&��� ����� ��� �����
� �'�� � � ������������

dμG(a, t) = dμG(a)dμG(t) =
dna

an
dt

t

dμD(a, t) = dμD(a)dμD(t) = da
dt

t
.

$��� ���� ��� ��
����������� �������� τ �� H ��� L2(Rn) ��(��� 
��

(τ(a,t)ψ)(x) = | det a|− 1
2ψ((a, t)−1x)

= | det a|− 1
2ψ(a−1x− t) := ψa,t(x),


��� (a, t) ∈ H" )�� �������� �� {ψa,t(x) : (a, t) ∈ H} ���� ��� �*��!��� �'��� ������+

������ ��������� 
�� ��

��� � H"

��� ������		�
 ���	
���


&��� ����� �������� ���� �,������ ��� ���������� ��������� �� ��� ��������� �� ��+

���������� ��� ����
�� �������� � �����" $��� G �� ������ ��	� ������� � R" -���� � ����

..



��� G ��� �� ������	� 
��	������ (a, b) ∈ R× R, a �= 0
 ���� 	����������

(c, d).(a, b) = (ca, b+
d

a
)

���� ψ ∈ L2(R) ������

(τsψ)(x) =
1√|a|ψ(s

−1(x)) ≡ ψa,b(x).

����� ����	
���
� �� ��������� �������� �� � �����	���

���� ����� �������� f ∈ L2(R)
 	� ���������	
 
� ���
�
��
 
������
 �������� � ψa,b

�� G ��� 
����� ���

(Wψf(x))(s) = 〈f, ψa,b〉 =
∞∫

−∞

f(x)(τsψ)(x)dx

=
1√|a|

∞∫
−∞

f(x)ψ
(x− b

a

)
dx =

√
|a|

∞∫
−∞

f̂(ξ)ψ̂(aξ)e2iπξbdξ.

�� 
� ���� ������	 x
 (Wψf(x))(s) ��������� ��� 	� �������� f ������ 
� ����� b 
��� ��

��������� 
� ���		� � a �� 
� ���� ����������	 ξ
 (Wψf(x))(s) ��������� ��� 	� �������� f̂

������ 
� 	� ��������� � 1
a
� ��� 	� ����� 
������ �� ������ � 	� ���������� 
�� �����	������

��� b ∈ R �	���� ��� 	�� 
�	�������� �� �� ���� ���� 
��� 	� ����������� �� ��
�	�����

��������� ����� �� ���
��� 
� �����	�����
 ���� a � �

(Wψf(x))(s) = 1√
|a|

∞∫
−∞

f(x)ψ
(
x−b
a

)
dx

= (f ∗ ψ̃a)(b)

!"�#$

�% ψ̃a =
1√
|a|ψ
(− x

a

)
�

&'



����� �����	��� �
����

�����	�

���� ����� ��	
���
 ��
������� ��� �� ��
���� ��� �
�����
� ��� �� �
����
� ψ ����� ���

‖f‖22 =
∫
G

|(Wψf(x))(s)|2dμG(s) =

∫
G

|〈f, ψa,b〉|2dμG(a, b) �����

�
�� �
��� �
����
� f ∈ L2(Rn)� ���
 μG ��� ��� ������ �  ����� �� !��� ��� G� ��

��	�����
� ����� 
� 
������ ��	 ����	

〈f, g〉 =
∫
G

〈f, ψa,b〉〈ψa,b, g〉dμG(a, b)

�
�� �
��� �
����
� f, g ∈ L2(R)� "��� �
�� �
��� �� �
����� �� �	�
��
����
�

f(x) =

∫
G

〈f, ψa,b〉ψa,bdμG(s) =

∫
G

(Wψf)(τa,bψ)(x)dμG(a, b). �����

#� �� �	�	���� � �� �
�����
� �� "���	�
� � �
�� $%& � 
� 
������ ��� ψ �
�� ���������� ��

��������� ����	�

������
 � �� �	�
�������
� ���� �
��	� ���� �� ����� �

∞∫
0

|ψ(ξa)|2da
a

= 1 p.p. ξ ∈ R. ���'�

(� �
����
� ψ ��� �����	� ��� ��������� ��������
 �� ���� ��������� � ��	�����
� ���'� ��

(Wψf(x))(s) = 〈f, ψa,b〉 ��� �� ������
��	� �� 
�������� �
������ �� �� �
����
� f �

��� ������	�
�� 
� �	������ ������	�
�� �� 	�
�������

�	������� �� ��������� 
�
����	��

)
�� ������
�� �� �
����� �� ������
��	� �� *
����� �� ��������� �������
��

f̂(ax)(ξ) =
1

|deta| f̂(a
−T ξ)

+,



�� �� ������ g(x) = ψ(a−1x) ���� 	� �
���� 	� �
�����
��� �� ��

��
 ��

��������� �

τ(a,t)ψ ���

(τ(a,t)ψ)
∧(ξ) =

∫
Rn

| det a|− 1
2ψ(a−1x− t)e−2iπξxdx

=

∫
Rn

| det a|− 1
2ψ(a−1(x− at))e−2iπξ(x−t)dx =

∫
Rn

| det a|− 1
2 g(x− at)e−2iπξxdx

= e−2iπξ.at| det a|− 1
2

∫
Rn

g(x)e−2iπξxdx = e−2iπξ.at| det a|− 1
2

∫
Rn

ψ(a−1x)e−2iπξxdx

= e−2iπξ.at| det a|− 1
2

1

| det a−1| ψ̂(a
−T ξ) = | det a| 12 ψ̂(a−T ξ)e−2iπξ.at.

��

 ��
�� �������� ψ ∈ L2(Rn)� 	� �
�����
��� �� ����	���� ������
� Wψ �������� � ψ

���� H ��� 	����	������� ������ ��


f �→ (Wψf)(a, t) = 〈f, ψ(a,t)〉 = | det a|− 1
2

∫
Rn

f(x)ψ(a−1x− t)dx

= | det a| 12
∫
Rn

f̂(ξ)ψ̂(a−T ξ)e−2iπξ.atdξ

�� ��		���� �
�����
�� f ∈ L2(Rn) ���� 	������� ��� ��������� ������� �

 H� ���	 ������


�� �������� ψ ��		� �
�� ��

 ��
� f ∈ L2(R)n� 	� ��
�
	�

f =

∫
H

〈f, ψ(a,t)〉ψ(a,t)dμ(a, t) �����

��� �
��
���� �	�
� ψ ��� 
�� ����	���� ������
� ��
 
����
� � H�  � ��
�
	� ����� ���


�� !���
�	������� �� 	� 
��
��
����� �� 	� ��
�
	� ����� "
� ���#�
��

����� �����	��� �
����

�����	�

$��
��
����� D� 
� ��
� !
�
�� ��
�� �� GL(n,R)� �� ���� ����

H = {(a, t) : a ∈ D, t ∈ Rn}

%&



�� ���� ������ 	��
� �� G


�� 
����� �� ���� � ������ ��� H ��� �� ������� ��� 
������ dλ(a, t) = dμG(a)dt ��

μG ��� �� 
����� � ������ �� ���� ��� D
 ���� �� ��� ������� �� D ��� �� ���� ������

������� �� GL(n,R) ��� ��� {uj : j ∈ Z} ���� ���� u ∈ GL(n,R)� ���� ������� �������

μ ��

� ��� 
����� ����
������ ��� D


���� �� ��� ����� ���� ��������� �� ��������� ��� D �� μ ���� �������� �� ����������� ��

Wψf � H ��� ��� ���
����� �� L2(Rn) ���� L2(H, dλ)
 �� ���� ���� � ���� ��� 	�������

ψ ∈ L2(Rn) ����� ��� ���� ���� 	������� f ∈ L2(Rn) �� ��� �� 	��
��� !

f =

∫
H

〈f, ψa,t〉ψa,tdμ(a, t). "#
$%

&���� ψ ��� ��� ��������� ����	��� 
�� ��

��� 
 D 
 '�

� �� �� 
����� ���� ()*� ��

�����+
� ������� ������� �� ����	�	�� �����	��	�	�	�� ���� �� 	������� ψ �����	���� ������,

���� "#
$%


�������� 	
� ������	�� "#
$% ��� ���	�� 
��� ����� �����	�� f ∈ L2(Rn) �	 �� ���������

�	� 
��� ξ ∈ Rn \ 0 ���

Δ(ψ)(ξ) =

∫
D

|ψ̂(a−T ξ)|2dμG(a) = 1. "#
-%

����
�������

 .��� ��������� ��� "#
-% ��� �����	����
 &���� �� � !

‖Wψf‖2L2(H,λ) =

∫
D

∫
Rn

|〈f, ψa,t〉|2dtdμG(a) =

∫
D

∫
Rn

∣∣∣ ∫
Rn

f̂(ξ)ψ̂(a−T ξ)e2iπξ.at
∣∣∣2| det a|dtdμG(a)

=

∫
D

(∫
Rn

∣∣∣(f̂(ξ)ψ̂(a−T ξ)
)∨
(a, x)

∣∣∣2| det a|dt)dμG(a)

=

∫
D

∫
Rn

|f̂(ξ)|2|ψ̂(a−T ξ)|2dξdμG(a) =

∫
Rn

|f̂(ξ)|2dξ = ‖f‖2L2(Rn).

'��� ���� 
����� ��� Wψ : L2(Rn) −→ L2(H, dλ) ��� ��� ���
�����


/0



���� ������� ���	 
	���
 ��
 ���� ����
� ���	����� f, g ∈ L2(Rn) ���� �����

〈Wψf,Wψg〉L2(H,λ) = 〈(Wψf)
∧, (Wψg)

∧〉L2(H) =

∫
H

(Wψf)
∧(Wψg)

∧dμ(a, t)

=

∫
D

∫
Rn

〈f̂(ξ), ĝ(ξ)〉〈ψ̂(a−T ξ), ψ̂(a−T ξ)〉| det a|dtdμ(a)

=

∫
Rn

〈f̂(ξ), ĝ(ξ)〉dξ = 〈f, g〉L2(Rn).

���� �
 	�� ��
	��� �� D = {aIn, a > 0}� �� In 
�� ��
 �����	
 ��
����
 n × n 
�

dμ(aIn) =
da
a
� ��
���
����� ����� �
 �
���� � �� ��������� ���		�
�� �� 
������� � !

∞∫
0

|ψ̂(ξa)|2da
a

= 1 ���"�

��� 
�� ��	��
 � ���������
� #� 
$
�� ����� n = 1� ��
��
�%�


{g ∈ L2(R) : cg satisfait ����� pour c > 0 }


�� �
��
 ���� L2(R) � &� �%��
�� �
� �'�
� �
������� ����� n > 1 �� (�����
 D = {uj :

j ∈ Z} ���� u > 1� �� �
�� �����
� ��
 ��

{ψuj ,k : j, k ∈ Z} ���)�


�� �� 	���
 �
 *���
���� ����� ψ 
�� ����� ��
 ���
�
��
 	������
 ��� ������� � D�

+��
��
�
��� ���"� 
�� ��
 	�������� �
	
�����
 ���� ��� ��,����
 ���� ��
 {ψuj ,k :

j, k ∈ Z} ���� �� 	���
 �
 *���
����

��� ������	�
���
�
 �� �	�����
�	 ������ ��� ��
��
�
�

*��� ψ ∈ L2(Rn)� �� ���������

 
� ���
�
��
 	������
 ����-

 W̃ψ ����	�

 � ψ 
�

� G 
�� �
-��
 	���


(W̃ψf)(a, t) := (W̃ψf)(a, a
−1t) = | det a|− 1

2

∫
Rn

f(x)ψ(a−1(x− t))dx ���./�

)�



�� ��������	� �
��
 f ∈ 2(Rn) ���� �
������ ��� �����
��� ��� G = D×Rn� ��� 	��
����

�
��� �
������� ��������� �� �
��
�
���
�� �� �� �����
�� �
������� | det a|− 1
2ψ(a−1(x − t))

�� �
�� �� | det a|− 1
2ψ(a−1x − t)� �� �
	��
���� �� ������	� �
���
	��
�� ��� �����
����

�� �����
������ ���	����
��� �� �� ��������	�� �� ��������� ����
���� �� ����� ����

G = D × Rn� �� D = {aIn : a > 0}� ����
������ �� ��������	�� 	��
��� �� ����������

����
����

(W̃ψf)(a, t) := (W̃ψf)(aIn, t) = a−
n
2

∫
Rn

f(x)ψ(a−1(x− t))dx. ����� 

!�� �����
��� �����	������ �� ����� ��������	��
�� ��� ��� �����
�� �� ��������
��� ��

��"����
�� ������ ��� �����
���� #��� ��	������ ����� �$���
�� ���� 
������
���� �� ���
��

��
%�����

����� ����	
��
� ��	��������

&��� ����� ����
��� ���� ���� 
���
���� �� '()* �� ���� 	������� �� ��� ���� ����
���

	��� ��		��� �
������� ��� ���������� � ��� ��
�
��� ���� ��������
��� �����
��� �����
��

��� �� ��"����
�� ��� �����
���� +��� ������ ���������� ������
����	��� ����� ������
�� ���

�
�,�	��� �����
��� �� �� ��"����
�� $-����
�����

��������	� ��
����

+��� ����
%��� ��� �����
���� �� ��"����
�� $-����
���� "������ ���
��	��� ��������
�

����� .�
� 0 < α < 1� /� 
������
� �
������ �� 0-���� $�	�"��� 1

Λα = {f : R → C, ∃ C < ∞ tel que : |f(x)− f(y)| � C|x− y|α ∀x, y ∈ R}.

�� 	��$��� �����
��� ���� ��������
��� �� ������ �����
��� ������ ��� �� ��������	�� ��

2���
��� /� ���� �� ����
���
�� 	������ ��� �
 f(x) ��� ��� �����
�� ������ ����� ��� ��

)(



���� ∫
R

|f̂ |(1 + |ξ|α)dξ < ∞

����� f ∈ Λα� 	
 ����

��� �� ��
������� ��� �
 ��
����� �������

���� ���
����� �
 �
��������� 
��� �����
� ��� ���
 �����
� ��� ��������� �����������

�� �������� �����
� ���
��� �� �� ���� ����������� ��� �� ���
���
�� �� 
���
������ ��

���������� ���
� ��

���
  
���� ! ���� ���"����
� α # ��� �� ������� �� 
�
�����

� �� �

��
����� ! ������ �� ��

���
� ���������� �
�� ��� �
��������� ���� ���� ��� �"��
�
�������


�����"��#

�������� 	
� ���� ψ(x) ∈ L1(R) ��� ����	����


�
 �� ψ ��� ��		� 
�� ∫
R

(1 + |x|α)ψ(x)dx < ∞.

�	��� ∀f ∈ Λα, |(W̃ψf)(a, t)| = |〈f, ψa,b〉| � K|a|α+ 1
2 ���� ��� ��������� ��������

���� K


�
 �������
������� �� 	�����	���� ψ(x) ��� ������ �∫
sup
δ<1

|ψ′
(u+ δ)|du < ∞

�� �� |(W̃ψf)(a, t)| = |〈f, ψa,b〉| � K|a|α+ 1
2 ���� ��� ��������� �������� ���� K� �	���

f ∈ Λα


����
�������



$� %��� f ∈ Λα� &����� ������� ψ(x) ��� �
� �
������� �� ��

 ���
������ 
����� 
���

�������� ���
∫
R

ψ(x)dx = 0� �����

(W̃ψf)(a, t) = 〈f, ψa,b〉 = |a|− 1
2

∫
R

(f(x)− f(x0))ψ(a−1(x− t))dx

'(



����� �� �	
�
���	 �� ����
����	 �� ���
���� γ = a−1(x− t)� ���� ��	�����

|〈f, ψa,b〉| � |a|− 1
2

∫
R

C|x− x0|α|ψ(a−1(x− t))|dx

= |a|− 1
2 |a|
∫
R

C|aγ + (t− x0)|α|ψ(γ)|dγ

= C|a|α+ 1
2

∫
R

|γ + a−1(t− x0)|α|ψ(γ)|dγ

= K|a|α+ 1
2 .

�� ��������� ���
� ��
�	� ��
�	����	 ��� ����	��	� K 	���� ��� ���� �
	

|(W̃ψf)(a, t)| = |〈f, ψa,b〉| � K|a|α+ 1
2 .

�� � ����� �� �� ��������	 ��� �� 	���������	
�� �� ������		�� ���	 �����
�� ���� 

(Wψf(x))(s) = (f ∗ ψ̃a)(b)

f(x)− f(y) =

∫
[f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(x)− f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(y)]

da

a

=

∫ |x−y|

0

[f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(x)− f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(y)]
da

a

+

∫ ∞

|x−y|
[f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(x)− f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(y)]

da

a
.

!� ����
"�� 
�	�
���� ����	
�� #

|
∫ |x−y|

0

[f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(x)− f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(y)]
da

a
| � 2|

∫ |x−y|

0

[f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(x)
da

a
|

� 2‖ψa‖1K
∫ |x−y|

0

aα+
1
2
da

a

� KI |x− y|α+ 1
2 .

$%



�� �� ����	
� �

|
∫ ∞

|x−y|
[f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(x)− f ∗ ψ̃a ∗ ψ̃a(y)]

da

a
|

�
∫ ∞

|x−y|
|ψa(x− b)− ψa(y − b)||(W̃ψf)(a, b)|da

a
db

� K

∫ ∞

|x−y|
aα−

1
2

∫
|ψ(u− x− y

a
)− ψ(u)|duda

a

� K

∫ ∞

|x−y|
aα−

1
2
|x− y|

a

∫
sup
δ<1

|ψ′
(u+ δ)|du

� KII |x− y|α+ 1
2 .

�	 �
�	����	� ��� 
��� ���������	�� �	 �����	� �

|f(x)− f(y)| � K
′ |x− y|α+ 1

2

��� ������ �� 

��	�������	 
� ��
������

���� ��	��� ���� �� ���	� t = x0� �� ���	�����
� �	 �	
������ ��	��	�� 
� �� ��	����	

f 

����� ��� ���	� � 
� aα+
1
2 ���	
 a −→ 0� �� ����� ���� n < α < n+1�  !������ 
�

"#�
�� ����$�	� ��������	
�	� ���

Λα = {f : R → C, ∃ C < ∞, P (x)

polynome de degre
′ � n, |f(x)− P (x− y)| � C|x− y|α ∀x, y ∈ R}.

%� f(x) ∈ Cn(R)� ����� P (x − y) 	!��� ����� ��� �� 

���������	� 
� &�'��� 
� f(x)


!��
�� n�

(��� �	��'��� 
� ���� �������� �� ��� 	
�������� 
!�������� 
�� �	
������� ����

�	�

�	 	����� ���� 
� ����	�� 	���� �	 �)��� �	 �������	� 
�� ����	����� �	 ���� ���	��

���������� * �� ��
�

�	��� �� ���� �		���� �� ��	��������	 
� P (x− b)� �!��� * 
��� 
�����∫
f(x)ψ(a−1(x− t))dx =

∫
[f(x)− P (x− b)]ψ(a−1(x− t))dx

+,



�� ��� ��� �	�� �
 ������	
�∫
xkψ(x)dx = 0 ∀ k = 0, · · · , n.


�
�� ������
 ���� ���� �	
� �
 ����	�
 ��
�� ���
������� 
� ���� �	� ��� �������� ������

��������� �� f(x) �� 	
	���� �
������
� �	 �	���� ��
�������� ���� �	 �������� �	����

�� ��������� ���� �� ��
��	���� �
 �	��	
� ����������� �� �����	���� ��������
�	��� ���

���
��������

������� ��� �� �� ����	��� f � 
� ����	 �
 ������	��
�	� �
 ����	 x0� ����� ��
� ��
����

���	�
� �

 �� 	���������
 
� ���
�
		
 ���	��

 ������	 �
 a
1
2 � �
��� a −→ 0� 
	 �� �

�
� �������	�� ��������
� 
� ��
��

�� ���
������ ����� ���� ��

	
���
���
 ���
��

���� 	��
� �� �����
� �	�	�������� �	 �����	���� ��������

� ��� 	�� ��� ��
����
�

	��� �	 ��	
������� �
 �
��������� !	�� �	 ��	
������� �
 �
�������� ��	
� �
� �������

��� ���
 ���� ��	��"�� �� ���	��� ���� ������ 	���� ��������� ��� ���������� �� �����	����

���	�� ��� ��
����
�� ���
�
� ��������� �� �	 �����	���� ��������

�� ���� 	���
� ����

�����
� �	�	�������� # ������� �	�	�������� $ ��� ������
� �� %����� ���	�� ��� ��
����
�

& ��	��� �� �	 ��	
������� �
 �
��������� '	
� ��  ��� 
��� ����
� ��� f ∈ Λα
x0
� ���� ������

�
� ��
��	
�� K ����� ��� ∀ ∈ R

|f(x0 + h)− f(x0)| � K|h|α.

(
 � ���
� 	���� �� ������	� ����	
�� ��� ��� �
� ������
 ���	�� �� )������� *�+� ,� f

������� �
� ����	�
� �����	���� - ��� �������	
� α . �
 �
 ���
� x0� �	 ��	
������� �


�
������� �	 	���� �� �/�� ����������
� ��� ����������
� �	� �	����� & �	 �	��	 ��

��������� 0123�
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�������� 	
� ���� f ∈ Λα
x0

�� ψ(x) ∈ L1(R) ��� ���∫
|ψ(x)|α|ψ(x)|dx < ∞.

	��
� �� ������ �
� ��
���
�� C ����� ���

(W̃ψf)(a, t) = 〈f, ψa,b〉 � C(aα + |t− x0|α).

������ �� ���	
� �
�������� �� ��	����� �� ������������ �� �� ����������� �� ���������� �

���
��� ��� ��������� �
����������� �	������������� � ��
��� �� ���� ����� �	 ������������

���������� �� ���	
� ���� �� ����� �� O(|t− x0|α)�

����
�������



|(W̃ψf)(a, t)| = |〈f, ψa,b〉| = |
∫
R

(f(x)− f(x0))ψa,t)dx

� K√
a

∫
R

[|x− t|α + |t− x0|α]ψ(a−1(x− t))dx

�
��

|(W̃ψf)(a, t)| � K1a
α +K2|t− x0|α

�
��

K1 = K

∫
|a|α|ψ(x)|dx

K2 = K‖ψ‖1

�� �	� �����	� �� ��������������

�� ��
����� �� ��������	� ��� �� �������� ��	���� ���� 
���� � � 	� ���������� �� � !�

����� �� ������ "� #�$��� %&'( �� )� *����������� �� +�� ,����������� %&-(� "� ��

����������� �� ���������� �� f(x) ��������� �	� ����������� ������� ����������� . � 	�

���������� �� � /� ����� �	
� 	�� ��������� �� ���	������ ���0��� �	������������� ����� ��

�������� ����1�2�� ��� ���	�� ���
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������ ��	 
� �����
����	 	� ���	
	��	� �������	� ������ 	�� �����
	 �	 ������	 
�

����
����� 
���
	 �	 
�������� 	� �	 ���	��	� 
�	��
��	�	�� �	� ������ �	 �����
����� �

����	�� �� �����������	 � �	� ���	

	� ��	�� 	

	 �	 
������ ��� ����
��������� ����
� 

�	�����	� ��� 
� ��������	 �	 
�	��	��
	 �	� �����
������� !��� ���	����	 �	��	 ��������

����
��	�����	� �� ���� ��������	� 
	� �����
����	� 	� ���	
	��	� �������	� � �
���	���

�����	� �	 ��
�������� ������
	� ����	 �� 
	 �����	 ���� 
� �	����� �������	�

��� �����	
���
 �
�����
 
� ���
�
��
 �
 �������
�
��

����

"��� �	��	 �	������ ���� ����������� 
� ���	����� n = 2� #��� M �� ���� �����	 �	

GL(2,R) �	� ������	� �	 
� 
���	

M =
{
ma,s =

(
a −a

1
2 s

0 a
1
2

)
: a > 0, s ∈ R

}
����$�

	� ����������� 
� �����
����	 	� ���	
	��	 �������	 ������
���	 ����	��������	

(W̃ψf)(a, s, t) := (W̃ψf)(ma,s,t) = a−
3
4

∫
R2

f(x)ψ(m−1
a,s(x− t))dx,

�% a > 0, s ∈ R2� 	� t ∈ R2� &� �����	 
���
	�	�� ����� � 
� 
������������

ma,s =

(
1 −s
0 1

)(
a a

0 a
1
2

)
;

������ ma,s 	�� �� ������� ����	 ������	 �	 ��
������� ���������	

(
a a

0 a
1
2

)
	� ��	 ������	

�	 �����

	�	��

(
1 −s
0 1

)
� !�� �������	��	� 
� 
������� ���
'����	

ψa,s,t(x) = a−
3
4ψ(m−1

a,s(x− t)) = a−
3
4ψ
(( 1

a
− s

a

0 1√
a

)
(x− t)

)
.

�((



 

������ ��	 
 ����
�� ��� �� ψ̂a,s,t ����� �� �
����� �� �
����� � �
�� ���������� �������
�� � �� �� � �����

���
 ��� !  ���� �����"
�����
� ����� ��  
���#�� ���������� � $�����% 
��������
��% ��&

��� ����� ��� ��� �����'��� a, s �� t ����� ��������� (� ����% �
�� ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2 ��

ξ1 �= 0% �
�� ������
�� )��

ψ̂(ξ1, ξ2) = ψ̂1(ξ1)ψ̂2(
ξ1
ξ2
).

*��  
���)����% �� ��������� �� �����"
���� �� �
����� % 
� �

ψ̂a,s,t(ξ) = a−
3
4F
(
ψ
(( 1

a
− s

a

0 1√
a

)
(x− t)

))
(ξ)

= a−
3
4 e−2iπ〈ξ,t〉F

(
ψ
(( 1

a
− s

a

0 1√
a

)
x
))

(ξ)

= a−
3
4 e−2iπ〈ξ,t〉(a−

3
2 )−1ψ̂

(( a 0
s
√
a

√
a

)
ξ
)

= a
3
4 e−2iπ〈ξ,t〉ψ̂(aξ1,

√
a(sξ1 + ξ2))

= a
3
4 e−2iπ〈ξ,t〉ψ̂1(aξ1)ψ̂2

(
a−

1
2

(ξ2
ξ1

+ s
))

.

	+	



����� �� �����	
���
 
� �� �
�����
 �
 �� 	
����
� f 
��

OC(f)(a, s, t) = 〈f, ψa,s,t〉 = 〈f̂ , ψ̂a,s,t〉 =
∫
R2

f̂(ξ)ψa,s,t(ξ)dξ

= a
3
2

∫
R2

f̂(ξ)ψ̂1(aξ1)ψ̂2

(
a−

1
2

(ξ2
ξ1

+ s
))

e2iπ〈ξ,t〉dξ

= a
3
2F−1

(
f̂(ξ)ψ̂1(aξ1)ψ̂2

(
a−

1
2

(ξ2
ξ1

+ s
)))

(t).

����� ����	
	�� ����
	��	�	�	
�

�� ����������� �� ���
���
 ���� �
�� ��������
�� �
 �����
� �
�����
�� ��� �� 	
���

��
� ψ �
�� ���
��
 �����	���
 �� �
�����
� �
  �����
� �
�������� ����� ! �� 	
����
 �


���
��
����
� "���#�

�������� 	
� ���� M ����� �	
 "���$# �� ���
 ξ = (ξ1, ξ2) ∈ R2
 ξ2 �= 0� ���� 	���� ψ

������ �	


ψ̂(ξ1, ξ2) = ψ̂1(ξ1)ψ̂2(
ξ1
ξ2
).

�� 	 ∞∫
0

|ψ̂1(aξ1)|2da
a

= 1 ∀ξ ∈ R.

�� ����

‖ψ2‖2 = 1.

��
�� ψ �����	��� "���# 
�� �
��� ψ 
�� ��
 
��
�
��
 �
�����
 ��� ����
�� ! G�

����
�������

  
��
 
� ��� ���
���� ������� 
� � m−1
a,sξ = (aξ1,

√
a(sξ1 + ξ2)�

������ �
�
�� ��
 �� �
���
 � %����
 �
 &��� ��� �
� ����
��� �
 M 
�� dμ(mas) =

da
| detmas|ds� '
�� �� �
�����
� ��������������� �
�� ψ 
��

Δ(ψ)(ξ) =

∫
R

∫
R+

|ψ̂1(aξ1)|2|ψ̂2(a
− 1

2 (
ξ2
ξ1

+ s))|2 da
a

3
2

ds "����#

�($



���� ξ ∈ R2� ��� ��� 	
 ��
����
 ���� ���� �����
� ��
 ψ 
�� ��
 ���
	
��
 �������
�

��� ������� � G� �	 ���� �
 �����
� ��
 ������ 
�� ���������
� �� ���	����� 	�� ������
 ���

ψ1 
� ψ2� ���� �!���

Δ(ψ)(ξ) =

∫
R

∫
R+

|ψ̂1(aξ1)|2|ψ̂2(a
− 1

2 (
ξ2
ξ1

+ s))|2 da
a

3
2

ds

=

∫
R+

|ψ̂1(aξ1)|2
(∫

R

|ψ̂2(a
− 1

2 s
ξ2
ξ1

+ s)|2ds
)da
a

=

∫
R+

|ψ̂1(aξ1)|2da
a
.

"����� 	� ���������

 �������
 
� �# 
�� ��
 ���	������� �
		
 ��
 ���� �����
 ����$

���� f � �� �

f �→ {OC(f)(a, s, t) = 〈f, ψa,s,t〉 : a > 0, s ∈ R, t ∈ R2}


� �% 	
� 
	
�
��� ���	 ����� ����

{ψa,s,t(x) = | detma,s|− 1
2ψ(m−1

a,s(x− t)) : a > 0, s ∈ R, t ∈ R2}

����
�� �� � ����
 �
� �# �������
��

����� �����	
����	�
� ��� �
��	� �� ����
�	����	
� ��� ��� �� ��

��

&'()

*�+�
 ��, ������
�
� ������

� �� -����
 �
 ��	������� M � 	� ���������

 
� �#

�������
 
�� ����.	
 �
 �
�
��
� ��� �
�	
�
�� 	�
��	��
�
�� �
� ������ �
 ���-�	����


� ���!
�� �
� �
���������
� ��, ��/
�
��
� 
��
		
� 0�
� ���� ����� 	������������ -
��
$

�����
 �
 	� ���-�	����
� 1	�� ��
���
�
��� ���� ��������� ��
 	
 ������� �
 	� �
-���
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S� ����� ∂S� ��� ��� �	
��� 
����� �������� ��	� L� �	��� ��� 
��
����� ���� ���������

���� �� ��
��� ��	 ��	��� �������� ���� ���
	��
��� ���� ����	� 
�� ��	��� ��������

	� ��� ��	�� ��	������	�� �� ����
���	���	�� ���� ∂S� ��	� α(t) �� ����
������ �� ∂S

��� ������� �� ����
���� t� ���� ���� t ∈ (0, L) �� ���� j � 0� ���� ���������� ���

lim
t→t−0

= αj(t−0 ) �� lim
t→t+0

= αj(t+0 ) ��	������

��	� ����	 n(t−) �� n(t+) ��� �	��
�	��� ���
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� ������ 	����� ���������� ��� ���������� 	��������� �� �������� �� �������� �� ��	
��	
�

�	���� ������ ��*���$ �� ������� �� � ����-�� 
������
��# �. ����� ��� ��� ����������� $

� �������� /������ ��� ������ 0123 �� 0113# �� ������� �� �� �
����� ��� ���������� � ���

	����	��� $ �� 	������	���� ��� ����� � ���������� ����������� �� ����� �����	������ ��

���������� �� �� 	����������# �� 	���� �� �� �������� ��	����� �� ��	
��	
� �� ����������

� ��� �4�� ��������� ��� �� ����� ��� �����4�������� ���� �5����� �����4����������

����� ���� ��������� 	�*������# ��������� ��������������� �� �4�������� ��� ����������

��� ��� ����������� ���� �� ��� �� ������� �� ���������� ���������� � �����4�������

036



���� ��� ��	���� ��
��	��� �� 
�������� �� ��	������� �	 ���� ��	����������� ������������

����� �	� 	���� ���	��� ����� ��������� 	 ������
 ��������� �� �������� �� 
��������

������	���� ���� �	���� ��� �� ���� �	� �
����	������� ����
�� �� ����� 	�����	����� ��

������	�� ��� ���������� ������	�� ��� ��������� �� ��	�	���� �	�������� �	�� 	����

�� �	 ��
���� ��	�������	���� �� ����	�����
�  � ���	��� 
���!��� �
������� �������
"

�	� �������" ���� ���� ������
�
 ����� �� ����
�
 ���� 	�������� ��� ����� ������
�
�

��	�������	���� ���#���
	��� �� ���������� �� ���� !
�
�	���	���� �	� ������	���� ���

������� ���
	���� �
$���� ����� ��� ����	��� ���	�
!�� �������!�����

%������� ��
�� 
���	����	��� �� �	 ��
���� ��� ����������" ���	����� ��&'(" ���

	��	�� �	�� ��	����� 
����� �	�� ��� ��������� ���� ��)
������ *	� �������" �	 ��
����

��� ���������� �� ��)����� +,-. 
������ �� ����
�
 ���� ��	�	���� �����#
������ ��

�����������" !�	������� �� ��	!�� �� ������ �	�� �� ���	�� ������������ *���/� ���

���������� ��� ���	�	����� ����� �	�� �	 ��
���� ��	������ ��� ����������" ����� 	�������

������� 0 ��)����� ��
�	����� 1 	!���	�� ��� ��� 
�������� �� �����	��� *	� �������"

���� T �� ��
�	���� �� ��)����� ��	� �������" �� ��
�	���� �� �	 ��	���� � 	!���	��

��� �� !�	������ ��� !�	������ ���� ���� ��� �����
���	���� ���� ������������  �
����

��� 
�������� ������� �� �	����� ������� �� T ��� ����� ����� ��
���� ��� !�	����

������	�� �� ���� ���� ������
�
 ����� ��� !
�
�	���	���� �� �	 ��
���� ��� �
���� ��

2������ ��� �� �����  ���
� �������	�� �� ���������� �� ��)����� ��� �� �	������ �� �������

��	����� �� ����
�	���� T ��
�	���� ��� 
������ ���� �
	����� ��� &'( ��� �� !�	�������

����� 	������� 	 ��	����� ��	�����	����� ������" �	� �� ������ ��	�������� ��� 	�	��	!��

�� ��&'( ����3��� ��� ������� ���� ���
���
� ���� 
���� �� !�	�������" ���� ��� ���

���������� ���������" �
��	�� ����	��" ���� &$� �� �
����� ��� 	�����	����� ���� �
������

������
�� �	� ����������" ���� ������ ���
�	� �	�� +,,. �� ,45 6

�� ����� ��� 	
��
 ����
���� ������� ���� �	��� 	� ��
�
�����

�� ��� ��

�� �����

����

���� �� ������ ����
�

� ��
 �����

��
 ��� 
������
�

��� ���
���� �� ����� ����
����

��� ��

�� �����

��
 � ��������
��

�� ��� �
����� �� ����


���
�  ���



��� ���
�����

,78



�� ����������	�
 � �� �	
���� ��
 �����
 � 	�� 
������ ����������������
 �	�����	�
����

���������
 �� ���������� �� �� 
������� ���� 
��� �� �� ������ �	 ���������
 �� ��!������



��
���
 �� ����	� �� "���#
� $�������	�� %�
 ��������	 �������
 
�	
�������
 ��


����
 ������	�
 ������������ �� ������#
� �� &�	���� � ���
��	���� ��
 ���������
 ���
� �	�

��
 
��	��	��
 �	�����������
 ��
 ������
 ���	�����
� "��
�� ��
 ������������
 
��'����


� ������� � ����#
�� �� ������� ��
 ������
 ��#
��	�
 
�	������� (�����	�'������� ��


��������
 �����
 ��� 
	 	�� � ���
��� �� ������
��� ���
 ����������

��� �� �� ��������

������#
� ��
 ������
 �� �� ���������� �� �	� ������	� �	� ��
 ����
 �� ��
 �������



��������
� ��
����
 ��� �� ���������� �	 
����� ��	� ����
������ �	���� �� �	�

����

���
 �� ����� �� �� �������
������� ��
 ������
 ��

�
�
 ��	� ��
 ��
��'��
 �� ��	
��	�


�����
���
� )�
 ������
 �	�����	�
� ��� � ������ ��
 ���	����
 �� ��� ������
�������


������	 � �� �	
��	�� ��
 ������
 ��
 �����	�
� ��
 ������
 *��������
� ����� ��	
���

+��� 
��	��	���
 �� ���������
 �	� ��
	����� ���
 ��������
����� �� ��	
����
 �������


�� �� ������������ ��
 ������

����
� ,��
 ��
 
��	��	��
� �� '-������ �� �����������

����������	� ���
��������� ��������� �	
����� �
�� 	� ������� �� ������#
� ��������	�

�� ��������� ���'��������� )������	�������� ��
 �	���
 ���������� ������������� ��


������
 ���

�������� ������ ���
 ��
 
��	��	��
 ���'���
 � ��	 ���
 �� �� �+�� �������

�	� �� ����	� ���������� �� ���	�������� ��	�� �������� ���'��� � ������ ��	� ������

�������� ������ ��	� 
� 
��������� )���� �� 
� ���	
�� �� �����
 � ���
���
 �	 ����	�

��!�������� ���
 ��
 �����
 �� ������
 �	�����	�
 
��� ��
�����
 ��

�'��
 �� �	
����

�� ����� � �� ��	����
����� ��
 ����������	�
 � 	�� ��
���	�� 
�������� � �� ��
��	����

��.�������� ���
 ��
 
������
 ��#
��	� 
������
� /�	
 �����
������ ��	
 
�#��
 ��


�	���
 ����� ���������� �� ������� �� ����������

��� ����������	� ���
 ���	�� ��


������
 '�	��
 ���
������
 ����� ��
 �	���
 �� �����
 ���
 ���
���� �� ��������� ��

��	
��	�
 �����
���
 '��� ������
��
 ���������	����� �� �� �+�� ������� �	� ���


�� �������� 
��	��������� ������
�� �� ������ ��
 �
�������
 �

����
� ���
� �	� ��

���
��	����� ��	� ������� ��
��������

���



���� ������ �����	
�
 	
��� ���
���� ��� ���� �����
� ��� ���� ���� ����
�	� �� ��

��� ����
�� ��

� � ���
 ����� ���� ��

���  ��� �!�����
�	��� ��	
����
� �	 �!�����	
�� 
����
�" �� ���	 ������
 �# ��
��
 ��


���
 ���
 ����
 �� ���� $
���� �
�%�%���	� �� 	
����
 �� ��	
���" �� $�&" �� ����
�"

�� �!��	
�� 
���
���� ���� �
������ ��� ����'�� �� �� ��
����	��� �	 �� �	
��	�
� ��

��� ���� �� ��
	��� 
�$����  � ��		� ����'��" �� ���

��	 	
����
 ��� �
��
��	�� ���

��	�
����	 �!���
��	 �# ��� 
�����
��� ���	 ��� ���� ������	�%��� �� �� 	
����
�

�(� )�������� ��� ���� ������� ����
����
 ��� $
���� ������	��� �� ���
�� �� ����*

������� �� ���
�� +��
����
��+" ��
 ���
���" ��� 
�
���" ��� ���
�� �!,��	��
��" ��� ���
�� ��

�,'�����" ��� ���
�� �� 
�	,�
�	�����" �	�� -��	*.	
� ��� ���� ������� ����� �!�		
�%��


��� +���	�����+ ��	
� ��� ����*�������� /� ��	 
�������%�� ��� ��� ���	
�%�	���� �� %�������

�� 
�	� ��
	������
� ���	���� ���� �,���� ���
� ���	 ����	�0�
 ��� ��1�
��	� 	'��� ��

���
�� �0� ��!��� �������	 .	
� �1��	�� ���� ��� ����*������ �����0����

���  ��� ��� ���$���	��� 
�������" ��� ����

�	���� �
��
	��	�� ������	 .	
� 	�
���

2 ��
	�
 �� �!����'�� ��� ������� �%	����� 2 ��
	�
" 	��	� ,��	���$�����" �,�
�����"


������$�����" �	 ���� ��	 �
��
	��	 ���
 �

���
 2 �� �	��� �� ��	��	��� �
����� ���

	�
��
� ��	��	�����
��	 ���$�
����� �	 �!��	
�� ��	,���$����

�� ��� ��	 ��
�
����	 ��	 ��� �!����'�� �� ��� 	
�� ��1�
��	� 	'��� �� ������� ������	

.	
� �����	��� 	
�� ������ �� �	������	 �� 	'�� �� 
�	,�
�	����� %��� ��
 ��� �����

�
����	��� ���� �� 	
������ 3!�
���	 �
�	���� �� ��� ����� ���� ��� �������	���� ��	 
�
�
*

���%��� -�
 ���
���" �������
� ,4��	��� ��	 ����	� ��� 
�	,���� �� ���$���	�� 
������

��� ��	 �	� ���������� ��
 ����
�� �	 ��� $
���� 2 �!���� 
�	,���� %����� ��
 ������		���

5� ����������" ���� 	����� 2 �����$��
 ��� ��� ������		�� ����	�	���	 �� �

����

�,�
� ���	 %������� �!��	��
� ��	 ���	
�%�� 2 �� �
��	���� ��������	" ���� �������

��6



���� ��� ���	 
���� � 
�������� �� ��������� �� �������	�	 ����	 ��� ��� ��� ��	 ���	

����������	 ���	 	� 
�������� �� �������� �� �� ������� 
������� �� ���� ��
��� �� ����

����	�	 
��	���
����	 ��� 	��� ���	 � ��� �� ��	 ����	 ��� ��� ������ �� ���� � �� �����

������ �� 	� ��	 ! ��� �"�����# �$%&
 ' ��� ���	 ����	 ���	����	 ���	 
� ��������

���



���������	
��

��� ������ 	
��

�� �
������ �
����� 
�� ���
�� 	����������� ������� ��	 
�����


��������� ������������� ��������� ��!
�� ��� "���� #$$$�

�#� �%& 	
��!� 
�� '
%! (����)%��� *���!����� 
�� ��
�� ��!! �!%���� ���
������� 


������
����� ����� ��
�� ������ �$+,-. /0�120�+� �+31�

�-� 4!)��� 	������ 
�� (�
���� 5� �
�������� � ����
 ������ �� 
�����
� ��
� �������

��������� 5��� 6�!�& 7 ����� 8���� 9�)����� �5� ������ �������� #$$+�

�0� 4��'� :
!���;�� 8����
���
�� ��
��� 
�� 8������!
����� ��� ��
�!�� 
������ �
�	��

��
��� #0 /��-2�+$� �+<0�

�=� 4��'� :
!���;�� 8����
���
�� ��
��� 
�� �������!
����� ��� ��
�!�� 
������ �
�	��

��
��� #0 /��-2�+$� �+<0�

�<� �


�%�! 5 :
��>� 
�� ?
��� � ?������ @����!��� / 4 A �& �� 9������?�
������
!

8����
������& B ������������� �������
���� �� 
�� ����� �����
� �� ���	��� ������

� � ��
����
���� �������� ��	 !�"�������" �������� � -=1,�1<$. /#0+=2#=$+� �+++�

�1� �


�%�! 5� :
��>� 
�� ?
��� �� ?������ ��� C���� (�

�� �D :%���!��� 
�� *��

��

! @��������
����� �D *)E���� ���� '�������� C2 ����%!
������� ���������
����

�� ���� ��	 ������	 ��
����
���� =1,#. /#�+2#<<� #$$0�

�3� :
�!� :
��
��� ��
���� 6
��!��� C����&� ��
�� ���#�� !�"�� �
��� 4��� 8? �<03$3�

#0� #$$3�

��#



��� ���� �	
��
������ ������ ��� 	���� 
 �� ��
�����
��� ������ ��
�	����
�

���
��� ������ ��
���� �����

���� �� ��	��� ���
�� ������	���� ���  �!�� "���#���� ���

	������ ����� �$ ��%!

&��
�' (�&&�

�� )�#���
�� ���������
���� �� ���� ��� ������� ��
����
��� �

*+,+- .*�+/+0�� �����

����  ���
	�� ��	�� ��� �	%�� �� 1�'��� ���
�
�� ������
� ��� ���
������ ���������

�&&���� ��� 2�%�
���� 3�
%���� ����'���� ��
�	4���
5(&
����
� 2�6 7�
�� �����

8	��
' ��� �&&����
�����

���� 9����� 9� ���$%�� ��� :�
�� ;�#��	� 3�
%���� ����'��� �$ ����
�� ��
� ������

�� ������
� ��� ���
������ ��������� �&&�� 2�%�
� 3�
%��� ������ &���� �0�/��<�

�� ����� �����

��=� 9����� 9� ���$%�� ��� :��
� :�������� ��>����� 6�#���
�� ������� ��� ����� 


�
����� !������� ��������� ��,�- .+= / �*� ���0� (&����� ����� . ��>����� :�&� ���

)�#���
��

��*� (
�#�� �� ��%���� ��� )����
� :����
  
� "�� ��
����
��� �# ��$��� ���������$�

��%�
���� 8�?
� �� �&&���� :�
	�%�
��� *�� ��%�
���� @��#�
��
' A
���� ��%!

�
����� �����

��+� ���
�� ������	���� �

	���
%�� ����� �$ ��%&��
�' (�&&�

�� )�#���
�� ����%

���� ����% ��
�%� *�,<- .���/��0� �����

��0� ���
�� ������	���� "�� &��
���� �� ������
�� #���%� 0� �$ �	�� ��� ��$�����

���#������ ������ �� ������� ��
����
���� (����
' $�
 �����

��� ��� �&&���� :�!


	�%�
��� ,(��:-� A	������&	��� A�� �����

��<� B���
� ��%�

��� )���� ;����� ��� )����� C�6�
�� )�#���
�� �������� ��
�� 

��
��� �����
�� 0�,�-� ���=�

���� ��#�� B� ����	�� )������
� . 2��
�' :���%�? C�
�%�
��� �$ C����� ���% �
�
��
%�

�<,=- .�+�/��<� �0 �����

��=



���� ����	 
� ��
��� �
	 ���
 �� ���
���
�� �	��� ������� �	�������
 �� �������

����
����� ���������	�  �� ���!�

�"#� $��%� &��� '�	��� �������� �
	 �(������� ������� ���
�� $��)����
� * 
�)�(�� + *

,��� �-� ./(��� �����(���
 �
������0� 

� ��
� ����	��

�"�� '(����� '�����1�� 2(��
�� ,��
3
	�4� ,���5� 6���7� 8��
�
	� ������ '(�	� ������

�
	 2	9��	 �����
� :�

�)������ �
 ��� ��� �% ;���� 8��/� �������� .;8�0� ��	��

�	�� ���� ���� + .< 0.�0 *=<>� � "##+�

�""� �� '����/�

� ������� ���
�%��/� �
	 �	�� 	���)���
� �
 �����	���� ��������� ��

������� 	�� ����������� ����������� �� !"� ���(/� !" �% �	��� #����� ����� �!�>�<=�

-��	��� ���	��)��� ��  �

�"+� �� '����/�

 �
	 �� ������� ��)�/�������
 �% ,��	� 8(
)���
� �
�� �?(��� �
��@

������ �������� �% :�
���
� ������ ��#� $� �	��� #�	��� �<.!0 *="+>=+A� �� !�

�"!� B�
��(� '(� �
	 ��/����� 
������ C���/���� ������ �(���	�/�
���
�� -������
@

�����
 D��
� ���������� ��#� $�%��	� �� �	����	���	� #�	������ +�.�0 *"� >+� �

"##=�

�"<� B�
��(� '(� �
	 ��/����� 
������ �
������ �
	 �	�
��E)����
 �% �(���	�/�
���
��

��
�(�������� D��
� ��� :�
��
(�(� �������� ;��
�%��/� �
 '���� B(��
��� �
	

��/����� 
������ �	������ ���	������ ������	 �
	 F(/���)�� ,��/�
�) �
�������

����� A�>�#+� G����H(��� G����
� "#�"�

�"A� B�
��(� '(� �
	 ��/����� 
������ C���/���� ������ -������
�����
� �% 3D ����

���� C2 �(�%�)� ��
�(�������� D��
� $������� 8��/�� �% ���������� !!."0 * <�>  A�

"#�"�

�"=� B�
��(� '(�� ��/����� 
������ ��
�@I 
�/� '(�	� ������ �
	 2	9��	 �����
�

�������� ���� :�/������ �������
� �
	 ����� MRA $���������� #������ 	�� &��'

�%�	����	� (	������ #�	������ "#."0 *"#">"+A� "##A�

��!



���� ����	
 ����
 ��� ��	���	 
	� ����������	� ��������	�����	�	
 ����������	��


������� �� !" #!!$%!&$� '	(�	�)	� $�$*


���� +����� ���	��	��
 ,�	 -��(� ��� .����/���� # )� 0
 �	�����
 1	�2����
 
������

�� ��� �������� ���������� ��� 3" #��4 %� $���


�!*� �	��5�
	6� 7��	���� 8���9� ��:�2	� -��
� ;	���� ��
 7
<��
 ;�����
 �� ��� ����

������� �� ��� ������� ���������� �� � ������ ���������� ���	���� �� L2(R)� :����	

4*4 �� �������� ����� ��	�
 +���
 '�/
� .��:�
	�/	� 0=� �**�


�!$� 7��	��� �	��5�
	6 ��
 -��
� ;	���
 
 ����� ������ ��  �!�����
 '��
�	� ��

�
:��/	
 +���	����/�
 >0> .�	��� 1�/� 0����� �,� $���
 ;��� � ���	<��
 )�

?:	� +	�	�


�!�� �/�����/���� .�
 ����/��	�
	�� +
 .����<��	 �������� �� 0�	����@� A���
�B	�	�C

���)�	A ���/����
 ��!�������� ���������	��� $*4 $" #$4&%$&�� $��$


�!!� ,��� �D����
	�
 ��� 
���"��� �� #����� ������� $�%�������� ���������� � 
 >���C

��/� �� +���	����/�
 '(����	�CE	����� 1	����� �**!
 F�����)����� ��	��� ��
 ���C

��	� ��������� 0	(���� �� ��	 �	/��
  $��*" 	
����� �'(����	�� 1	���� G +0$*�4��!

 �$� #!4**$�"�


�!3� '����� =����
 &��� 
���"��� '��� �� �����(�	���� ��  �!���� �����" � :����	 $&&


��	��/�� +���	�	��/�� '�/�	��� >���	/���� # ������������ �� ����	����/�� ����C

���(��� .��:�
	�/	� 0��
	 =����
� $���


�!4� '�H(���	 I�B��

 7J(������ 
	 �D�
	� 	� 
	� .����� F���H� 	� >	K/�	��� 
@��
	C

�	��	�
 �� &� 
	�(� �	�� ����� �)�� � ������ !*� 3" #&�%�$� $���


�!�� =��� �
 L�������� 1	�2���� F
 0�)������ -��
� ,
 ;	���� ��
 7
<��
 M
 ;�����


'��	 '��(�	 ����C��(	 ;�:	�	�� �� ����	� F��	������
 
� *���� 
����� $& $" #�&%

��� �**&


$$4



���� �� ��	
��

������
��� �� �	����� �

 �� ��	����

� �
������ 	� �	�

 ������
�

���	���  �!���� "��
��	���� ���� �� ����� �	
���� 
����� ���	���� #$%#&' (&��)�#&�

������ $*+��

��+� ,������	 -�.��� �

 ���
	  ����� /	
��
�	�� �

 ,��0���� ��1�	
�0�
� �������

���� ����� ��	� "��
�����	
�� "��	�� �

 �11��0���	
� 	� /	�1	����  �!������ 1����

+�)$�#� &#$#�

��*� ���1��
� �� ������� ��������	����	
 �11�	2�����	
� �

 3�!���� 	���	
	���� .����

	� L2(R)� ������ 
�	�� ����� ��
�� �$4%$' (5*)+�� $*+*�

�6#� ��71��
� �� ������� � "��	�� �	� ��������	����	
 ���
�� ,�0	�1	����	
 ( "��  �!��

��� ��1����
����	
� ����	�� 
������� ��� ��
���	 ���	����	�
	� ���� ������
�����

��� $$%�' (5�6)5*�� $*+*�

�6$� ��71��
� �� ������� 
 ���	�	� ���� �� ������ ���
	������ 8���!���9�0�
���0 ������

������
��� ����
 �
���	
� &##*� "�� �1���� 3���  ��� 0	
���.���	
� ��	� ��.����

����7�

�6&� ��71��
� �� ������ �

 ��.���� ����7� :���	�	
�� ;�

���� ;���� �	� ��	�����0

<����� �11�	2�����	
� ����� ���	 
  �� ������ 5$%*' ($$��)$&$&� &##+�

�6�� =� ������ :

������� �� �	
0��	
� �1��
��� <
 �!������	 ��� �	� !"������� ��# �!���!	�

 ����	��	� $%&'($%&)� 1���� 821� >	� ?<� $+� @0	�� �	����0��� ���������� $*+��

�66� =!�� ������ ���
0�1� 
A�
0������
�� .���� ���.�����

�� �� ���7.��� 
A	1B��������


��!���"�	� %$64�$65' (6� &#*)&&�� $*+�� �B��
���� ;	��.�C�� ?	�� $*+49+5�

�64� =!�� ������ ���	�	�� ��� � 	������� !	���� �� 	� ���*����	 �����	� �� 
����
	�

����	����
�� /��.��
�� D
�!������ ������ /��.��
��� $**&� "��
�����
 ��	� ���

$**# E��
0� 	����
�� .� ,� F� ����
����

�65�  ����� ��
�
� �	�� ��� ��� �	# 
�������� >��.�� & �
 64� �0���3�F���� $*+��

�6�� ,�!�
 �� "��.��
� ��0����  � ���0����
� �

 ��G�
 ��..�
�� <���� /	�1�����	


E�

���
����� ���

��
� �

 ���0��0�� ������� �� ��	
�����
 �������� $$� &##&�

$$5



���� �����		
 ���
������
�� ����������
���� 
� ������
 �
� �	��
�
���� ���� ���� �	�


���
�������� ���� � !�" �#�  #�$�

��#� ����� ������
��� ������� �������� ��� ����������� %&'� (��
��
� �%)*+�,-

�)&*.��  ##/�

�/0� 12
��
��
3 4
3
��52� �
��� �������
����� 	� ����������� ������� ��������
 �

3����
 �$� 6��7
� ,�
�
��� ��8����
��� �00$�

�/ � +�,� 4���7�95� :� ;������
��
� � <
3
�
�� � ,� ,�
�2��� ����� ������� �� �������



����� ������� ��� ��/# " �!0�  ##!�

  $


