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SOMMAIRE

Le sujet "Ondelettes" est constitué de plusieurs domaines de mathématiques pures
et appliqués. 11 a contribué a la compréhension de beaucoup de problémes dans diverses
sciences, dans I'ingénierie et d’autres disciplines. Il comprend parmi ses notables succeés,
la compression standard des images d’empreintes digitales basée sur les ondelettes adop-

tée par la F'BI en 1993 et JPEG2000, la norme actuelle pour la compression des images.

Dans le présent travail, nous introduisons les ondelettes unidimensionnelles dans le
premier chapitre. Dans le second chapitre, nous parlons des Ondelettes en plusieurs di-
mensions dans l'espace euclidien. Dans troisiéme chapitre, nous introduisons les onde-
lettes continues et quelques applications. A la fin de ce travail nous voyons d’autres

applications et quelques remarques finales.
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INTRODUCTION

Dans ces derniéres années, les familles des fonctions
Yii(z) = \a|%(ajx—b), a,be R, a#0 (1)

obtenues a partir d’une fonction simple ¥ (x) par les opérations de dilatations et de
translations se sont révélées étre un outil dans de nombreux domaines de mathématiques
purs et appliqués. D’aprés Grossmann et Morlet [23], nous appelons de telles fonctions

des " Ondelettes ".

Les techniques basées sur les dilatations et les translations ne sont pas certainement
nouvelles. Néanmoins, l'introduction des familles d’ondelettes spéciaux semble avoir
conduit & des nombreux résultats ( voir par exemple [44], [48], |2] ). En outre, les
ondelettes sont utiles dans de nombreux domaines de mathématiques purs et appliqués.
Elles sont utilisées par exemple pour I'analyse du son [37| et ont conduit & un nouvel
algorithme avec nombreuses caractéristiques intéressantes pour la décomposition des
données visuelles [40|. Elles semblent trés prometteuses pour la détection des bords et
des singularités [22|. Il est donc juste de supposer qu’elles aurons des applications dans

d’autres directions.

Selon les types d’applications, différentes familles d’ondelettes peuvent étre choisies.



On peut par exemple choisir de laisser les paramétre a et b dans I’équation (1) varier
d’une fagon continue sur le groupe R* x R ou R* = R {0}. On peut aussi choisir, comme
dans la premiére partie de ce mémoire a restreindre les paramétres a et b dans I’équation
(1) & un sous espace discret. Dans ce cas on fixe le paramétre de dilatation a > 1 et le

parameétre de translation b # 0. La famille ainsi obtenue est

bin(z) = |a2(a’x — kb), a,bER,j k€ Z. 2)

Quelques exemples beaucoup plus surprenant de base d’ondelettes orthonormées
on fait surface récemment. Le premier a été construit par Y. Meyer [44] en 1985. Il a
construit une fonction ¢ (z) € C* a décroissance rapide telle que la famille des fonctions
¥jk(2) définies dans (2) (avec a = 2 et b = 1) constituent une base orthonormée de L*(R).
La base de Y. Meyer se révéle comme une base inconditionnelle pour tous les espaces

de Sobolev, pour I'espace de Hardy-Littlewood Hy, pour I'espace de Besov, etc (voir [44]).

En 1986, S. Mallat et Y. Meyer [43], [39] ont réalisé que les différentes constructions
a base d’ondelettes peuvent tous étre réalisées a partir d’'une " Analyse Multi-Résolution
" tel que développée dans ce mémoire. Celle-ci est un cadre dans lequel les fonctions
f € L*(R™) peuvent étre considérées en tant que limite d’approximations successives,
f= jli)r_léo P; f. Les coefficients d’ondelettes (i, f), avec j fixe, correspondent alors a la

différence entre les deux approximations successives P;_;f et P;f.

Dans ce travail, nous introduisons dans le premier chapitre les outils mathématiques
nécessaires a la construction des ondelettes discréte en une dimension dans le cadre de
la méthode générale de I’ Analyse Multi-Résolution. Aprés avoir décrit les propriétés
qui découlent de I’Analyse Multi-Résolution, nous montrons que pour une Analyse

Multi-Résolution avec une fonction échelle ¢, il existe une fonction 1-périodique mg(§)



connue sous le nom de "filtre passe-bas" ainsi que le " filtre passe-haut mq(£) " qui lui
est associée produisant ainsi les relations entre deux échelles différentes [1]. Des concepts
d’espaces invariants par translation et leurs propriétés ainsi que l'approximation non-

linéaire des fonction en utilisant les ondelettes, sont abordés.

Dans la deuxiéme partie, nous construisons les ondelettes discrétes en plusieurs
dimensions et nous montrons les différences entre une base orthonormée construite en
une dimension avec celle construite en plusieurs dimensions a travers les ondelettes sépa-
rables et les ondelettes a dilatations composées [36|. Dans cette méme partie, la théorie
d’approximation non-linéaire des fonction est développée en utilisant les ondelettes en
plusieurs dimensions comme illustrée par Vyacheslav Zadasky dans [50|. On y introduit

aussi la théorie des ondelettes de cisaillement (voir [24], [26]).

Dans le troisiéeme chapitre, nous traitons les ondelettes continues en passant la condi-
tion d’admissibilité de Calderén [4]. Nous introduisons aussi la caractérisation de régu-
larité locale des fonctions en utilisant la régularité Holderienne [49]. Néanmoins 'étude
de régularité des fonctions en utilisant les ondelettes en plusieurs dimensions montre que
la transformée en ondelettes continues peut détecter 'emplacement des point de singu-
larité mais pas leur géomeétries [49|. Pour cela nous introduisons dans cette méme partie
les ondelettes de cisaillement continues [25] o la matrice de dilatation utilisée est un
produit d’'une matrice de cisaillement et d’une matrice de dilatation d’échelle parabo-
lique permettent ainsi de détecter I’emplacement des points de singularité ainsi que leur

géométrie.

Pour la suite, commencons par établir les définitions et notations de base qui seront



utilisées dans la suite. L’ensemble suivant des fonctions mesurables
o

P®={fiR—C | [|f@)Pd<oc)
—00

muni du produit scalaire
(f(2),g(x)) = / f(2)g@)dz

est un espace de Hilbert avec norme

151 = ([ 17@Par)

La suite dénombrable {f,},cz C L*(R) forme une base de L*(R) si pour chaque
élément f € L*(R) il existe une suite (unique) {c,}nez C C telle que f = > ¢, f, dans

n
I'espace L*(R) et 8'il existe deux constantes positives A et B telles que

ANFIPS Y leal <BISIP

La transformée de Fourier est un opérateur unitaire qui transforme la fonction f €

L?(R) en une fonction Ff aussi notée fdéﬁnie par
ENE) =) = [ 1)
R

quand f € L*(R) N L*(R) et par les condition du théoréeme de Plancherel-Parseval ( voir
Annexe ) pour la fonction générale f € L*(R). Nous nous référons au couple temps-
fréquence (z,€). Notons aussi que la fonction f est de carrée intégrable. En effet &
applique L?(R) bijectivement sur lui-méme. L’inverse F~! de la transformée F est définie

par

(F1g)(x) = 3(x) = / 9(€)e> i dg.

R



Les fonctions {ey(z) = ¥ : k € Z} sont 1-périodiques et forment une base or-
thonormale de L?(T) ou T est est un cercle centré a Porigine et de circonférence 1 et
peut étre identifié par n’importe lequel de ces ensembles (0, 1] ou [—%, %),...(tous ayant

la mesure 1). Nous notons les séries de Fourier de f, 1-périodique et dans L*(T) par :

Z<faek>qrek~f0fl fek /feketk:EZ

kEZ

Le produit de convolution de deux fonctions réelles ou complexes f et g, est une autre

fonction, qui se note généralement f x g et qui est définie par :

(f % g)(x /f:z:—t t)dt = /f g(z —t)d



CHAPITRE 1

Les Ondelettes dans L?(R)

Considérons les opérateurs suivants sur L?(R).

e Les translations : T, (k € Z) définies pour toute ¢ € L*(R) par
Te(¥(x)) = (2 — k).

e Les dilatations : D; (j € Z) définies pour tout ¢ € L*(R) par
D;(t(x)) = 284(2x).

Les opérateurs D; et T}, ne sont pas commutatifs. En effet, on a le résultat suivant

D, Ty, = Ty D;.

Fixons ¢ € L*(R) et construisons la famille des fonctions {¢; : j,k € Z} ou

Vir(x) = 28 (2x — k)

pour tous j,k € 7Z. Dans cette section, nous montrons que ces fonctions que nous ap-
pellerons ondelettes bénéficient d’'un grand nombre de propriétés permettant a différents

types de fonctions d’étre exprimées a I'aide d'une base d’ondelettes appropriée. Il existe

6



deux fonctions qui jouent un role majeur dans I'analyse des ondelettes : la fonction échelle
notée ¢ et 'ondelette mére elle-méme notée 1. Chacune d’elles génére une base qui peut

étre utilisée pour décomposer une fonction.
Exemple 1.1 La fonction échelle de Haar [3].

Historiquement la premiére ondelette notée 1 = 1! fut présentée en 1910 par Haar

[28]. Elle est définie par

Par contre, la fonction échelle de Haar est définie par :

¢<x):{1 si 0<zx<1 (1.1)

0 ailleurs.

[’on constate que

1
1
o) |
|
|

Figure 1.1 — La fonction échelle de A.Haar |[3].

¢(z) = ¢(2z) + ¢(2x — 1)
et que

U(x) = ¢(2x) — ¢(22 — 1).
Exemple 1.2 La fonction échelle de Shannon[14].

7



Un autre exemple d’ondelette simple est celle de Shannon. Elle est apparue dans les

année 1940 et est définie par

¥ = xs
ou S = [—1, —%) U [%, 1) Par contre la fonction échelle de Shannon est donnée par la
fonction sinus cardinal :

def sin(zm) €™ — e

o(x) = sinc(z) = =

T 2mix

En procédant a une translation d’ordre k le long de I'axe des x et une dilatation d’ordre

7 nous obtenons :

i ‘ i sin7r(2j;1: _ k) i emi(@r—k) _ o—mi(2z—k)
(z) = 23 p(2g — k) = 23 : — 93 .
Oin(v) = 22(2z — k) (20 — k) on(2z — k)
Or la transformée de Fourier de la fonction ¢ donne [§|
éﬁ\(f) = S/HE(S) = / sine(z)e 2™ dy
r sin(xm) , r sin(zm) .
= cos(2mx&)dx — i sin(2rz€)dx.
T T

La derniére intégrale est nulle, puisque la fonction intégrée est impaire. Comme

sin(p) cos(q) = 3[sin(p + ¢) + sin(p — ¢)], on a

A 1 [ sinma(l+2 1 [ sinmz(l—2
o) = 5/81nmc7(m—i- §)dx+§/sm7rx7(m g)da:
1 Oosinmc(l—i—%) 1 Oosinmc(l—Qf)
=3 / o 3 2g) Aer(l+20) 45 / o —2g) (1= 20).

En notant s le signe de 1 + 2£ et s’ le signe de 1 — 2¢, et en faisant les changements de

variables u = (1 + 2§) et v = (1 — 2£), on obtient :

s/in\c(f)—% / sinc(u)du—i—% / sinc(v)dv.

—500 —s'o00



On distingue les cas suivants :

1. Si 2§ < —1ou 2§ > 1, alors ss’ = —1, donc, les deux derniéres intégrales s’annulent
et on a:
sinc(€) = 0.
2. Si 2¢ est contenu dans lintervalle |-1, 1|, alors s = & = 1 et du fait que

Jg sinc(z)du = m, on obtient que :

oo

sinc(§) = / sinc(u)du = .

3. En fin, on traite le cas 26 = —1 et 26 =1 :

— Si 26 = —1, alors on obtient :

1 1] -
SlnC(—§) =3 / sinc(4€)d(4€) = 5
— Si 26 = 1, alors on obtient :
11 -
smc(§)(§) =3 / sinc(4€)d(4€) = 5
Donc, on a :
R - T osi —1<26<1
¢(§) =sinc(§) =< T si 26 =+£1
0 ailleurs

ce qui donne

5O = p©={ 5 S

22 0 ailleurs
dans L%(R). Ce calcul sera utilisé dans les sections 1.1.6 et 1.2.1.

9



1.1 Analyse Multi-Résolution

Dans cette section nous présentons une méthode générale introduite par S. Mallat, R.
Coifman [40] et Y. Meyer [45] pour la construction des ondelettes. Une Analyse Multi-
Résolution ( notée AMR ) définit des opérations linéaires permettant d’analyser une
fonction f € L*(R) a différentes échelles V;,j € Z. Mise au point vers la fin de année
1986 , elle constitue un outil permettant de regarder la fonction f de "trés pres'" ou de
"trés loin". Ce "zoom" est effectué a 'aide d’'une fonction échelle ¢ dont les versions
translatées dans le temps engendrent un espace d’approximation V{. L’approximation de
la fonction f dans Vj est obtenue en faisant sa projection sur cet espace. La fonction f est
également projetée sur un espace perpendiculaire afin de conserver le plus d’information
possible. La fonction générant ce deuxiéme espace sera appelée ondelette et sera notée

1. Ceci ne constitue que la premiére étape de ’AMR.

1.1.1 Sous espace V; et la fonction échelle

Dans cette partie nous utilisons 'AMR pour approximer une fonction par des onde-

lettes. Pour un sous espace de référence Vf et pour une fonction de référence que nous

appelons fonction échelle ¢(x) € V; telle que Vo = {Ti¢(x) : k € Z}, définissons l'espace

V; = D;Vy comme étant I'espace engendré par la famille
{Djd(z) = 2562z — k) : d(x) € Vi, k € Z}.

pour j fixe.

Définition 1.1 L’Analyse Multi-Résolution ( AMR ) consiste en une suite {V; : j € Z}
de sous espaces fermés de L*(R) et d’une fonction échelle ¢ € Vi tel que les conditions

suivantes sont satisfaites :

10



1. Les espaces V; sont emboités. C’est a dire V; C Vi pour tout j € Z.

2. (séparation) L’intersection de tous les Vj est la fonction nulle. C’est a dire NjezV; =
{0}

3. (densité) L'espace L*(R) est l'union fermée de tout les V;. C’est a dire, l'adhérence
par rapport a ||.||a donne U;ezV;=L*(R).

4. Vigr = D1Vj pour tous j € Z. Les espaces V; et Vi1 sont semblables. C’est a
dire, si l'espace V; est engendré par {¢; (), k € Z}, alors l’espace Vji1 est engen-
dré par {¢j41.(x), k € Z}. Ainsi Vi est engendré par les fonctions ¢jiq1x(z) =
V2¢,1(22). Donc f(x) € V; si et seulement si f(2x) € V1. Ainsi on obtient
f(277z) € 1.

5. La famille de fonctions {Tyo(x) = ¢(x — k) : k € Z} est une base orthonormée de

Vo. De plus on suppose que [ ¢(x)dx # 0.

—00

Pour illustrer cette définition utilisons I'exemple suivant
Exemple 1.3 AMR de Haar.

La fonction échelle ¢ est donnée par (1.1). L'espace des fonctions échelles d’ordre 7,

noté Vj, est engendré par I'ensemble

{022 +2), 02z +1),0(2x),o(Px — 1), 62z — 2),--- }.

V; est donc I'ensemble des fonctions constantes par morceaux et de support fini dont

I'ensemble des discontinuités est dans

Une fonction dans 'espace V est constante par morceau et de support fini. Donc ’en-

semble de ses points de discontinuités est contenu dans Z. Toute fonction dans Vj est

11



aussi contenue dans V7, dont les éléments sont fonctions constantes par morceaux dont

Pensemble des discontinuités est dans :

On voie donc que Vy C Vi. Il en est de méme pour Vi C V5 et ainsi de suite. En général

on a :

"'V_QCV_lC%C%"'CV}CV}_H“'.

et donc la premiére condition de L’AMR est vérifie.

Concernant la deuxiéme condition, notons que j peut étre négatif ou positif dans
la définition de V;. Si f € Vj, alors f peut étre écrite comme combinaison linéaire de
¢(27z — k) (k € Z) qui sont constantes sur les intervalles [0, 57) + 25 = [45, & Lorsque
J — —oo les intervalles deviennent arbitrairement grands. D’autre part, le support de
f (i.e 'adhérence de I’ensemble ot f est non nulle) doit rester fini. Donc , si f appartient

a tous les V; comme j —> —o0, alors I'image de f doit étre zéro.

Pour la troisiéme condition, considérons deux faits tirés de la théorie de la mesure
[46]. Premiérement, une fonction dans L?*(R) peut étre approximée dans L*(R) par
une fonction réelle continue a support compact dans R. Deuxiémement, toute fonction
réelle continue a support compact peut étre approximée uniformément par des fonctions
étagées dont les discontinuités sont multiples de 277 pour un j suffisamment grand.
Une telle fonction étagée, appartient a V; et donc on a la troisiéme condition. ( Cette
condition de densité signifie donc que 'approximation d’une fonction f par un élément

de Vj capture éventuellement tous les détails de f quand j — o0).

12



La quatriéme condition est évidente. Montrons la derniére condition de FAMR. Vj est
généré par ¢(x) et ses translatées. Les fonctions ¢(z — k) (k € Z) ont chacune la norme

unité dans L?(R) car

00 k+1
oo = Bl = [ (06— B)Pde = [ 1d0=1.
J J

De plus, si j # k, alors ¢(z — j) et ¢(xz — k) ont des supports disjoints.
(6le =) ola— RNz = [ oo = Doe— D=0, j£E.

et donc I'ensemble {¢(x — k) : k € Z} est une base orthonormale pour V. De plus
2 d(x)de =1 # 0.

Théoréme 1.4 Supposons que {V; : j € Z} est une AMR avec fonction échelle ¢. Alors

pour tout j € Z, l’ensemble des fonctions
{o(z) = 2292z — k) keZ} (1.2)

est une base orthonormale pour V;.

Démonstration. Toute fonction f(x) € V; peut étre écrite comme combinaison
linéaire des ¢(2/z — k) (k € Z). Par la condition 4. de TAMR, la fonction f(277z)
appartient a 'espace Vj et f(277x) est une combinaison linéaire unique des ¢(z—k) : (k €
7Z) . En remplacant x par 27z on voit que f(x) est une combinaison linéaire unique des
o(2x —k): (keZ).

Il reste & montrer que la famille ¢;; : k € Z est une base orthonormale. Dans ce but,

S — 0 st l#k
M= 1 si l=k

posons

13



et montrons que
27 / ¢z — k)p(2x — l)dw = 0. (1.3)

Pour établir (1.3), on fait le changement de variables y = 27z pour obtenir

2ﬂ/¢2ﬂx— 2Jx—ldx—/¢y K)o(y — 1)dy.

L’intégral a droite est égale a dj; en vertu de la définition de ’'AMR en sa condition 5. =

1.1.2 Relation d’échelle

Dans le théoréme suivant, nous montrons les équations centrales de PAMR. On les

appelle les relations d’échelle.

Théoréme 1.5 Si {V; : j € Z}est une AMR avec fonction d’échelle ¢, alors on a la

relation d’échelle suivante :
r) =Y prd(2r — k) (1.4)
ol

pk—2/¢ o2z — )x (1.5)

De plus,on a
¢t — 1) Zpk (27w — k) (1.6)
kEZ

que l’on peut aussi écrire comme

Pj—11 = 272 Zpkfzz%'k (1.7)
keZ
ot
din(r) = 222z — k). (1.8)
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Démonstration. Notons que ¢ € Vj C Vj et donc il existent pp € C, (k € Z) telles
que ¢(x) = Y prd1x(z). Puisque {¢1) : k € Z} est une base orthonormale de Vi, les py

kezZ
peuvent étre obtenus par

— (6, bue) =%/<z> (27 — kda.

= peow(r) =Y pr22 (22 — k)

kEZ kEZ

x) = Zpkgb(Qx —k

keZ

et donc on a

ol pp = Q%ﬁk.

Pour montrer (1.7) partons de la relation ¢j;(x) = 2%¢(23513 — k) et utilisons le fait
que ¢(z) = S p1226(22 —1). On a :

IEZ

oin(x) = 28D p22p(2(2x — k) — 1)

leZ

= 2T o2 e — (2k +1)).

leZ

En tenant compte que p; = 23, (c’est a dire 27 2p, = ) on a:

ou®) = 24 o)

leZ

_1
= 2 22Pl¢j+1,z+2k(90)

IEZ

= 272 Z Pr-2k®j1(x)

LEZ

cela donne

Gjo1p(r) =272 prosju(®)

kEZ
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qui est le résultat désiré. m

Le théoréme suivant contient certaines identités pour pg qui seront importantes pour

la suite.

Théoréme 1.6 Supposons que {V;;j € Z} est une AMR avec une fonction échelle ¢.

Alors on a les identités suivantes.

1. Y pr—aDr = 2010 ;
kez

2. 3 |pk? =

kEZ

3. > pk=2;
keZ

4. Y pw=1 et > put1 =1
kez kez

ol py est donné par (1.5).

Démonstration. La premiére identité provient de (1.4), car tenant compte que

{¢(x — k), k € Z} est une base orthonormée, on a

2000 = 2 / o(x — 1) p(z)dx

_ /Zpk/ 2 — 1) = )] [ Yo pd e — ) da

oo k'€Z kEZ
S pk,pk/qsgx— (K +20)3(2x — k)da
k.k'€Z
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Or [ ¢(2z — (K +20))¢(2x — k)dr = 0 sauf si k' + 20 = k ( c’est a dire k' = k — 21).

Donc on a

2000 = QZpk 2ka/¢2$— o(2x — k)dx

keZ

= 2 Z szlﬁ@

kEZ

Zpk—zlz_%-

kEZ

La deuxiéme identité est obtenue de la premiére en posant [ = 0. Pour la troisiéme

identité, nous utilisons (1.4). On a

/¢> dx—Zpk/Mx—

kEZ

En faisant un changement de variable ¢ = 2x — k dans le membre de droite, on a
/ S)dr = 3 piy / o(t)
kEZ

Le facteur [ ¢(t)dt # 0 dans le membre de droite peut étre simplifié par le [ ¢(z)dz

dans le membre de gauche, ce qui termine la démonstration de la troisiéme identité.

Pour montrer la quatriéme identité, partons de premiére identité ( > Pr_ubk = 2510),
keZ
et remplacons [ par —/[. Ensuite, faisons une somme sur [. On a :

ZZPk—zlp_k = 22510 = 2.

€7 keZ €7

En divisant la somme sur k en termes pairs et impairs, on a

2 = Z <Z Dokr2iPak + Zp2k+1+2lm>

l€Z \keZ keZ

keZ \IeZ keZ \I€Z
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En remplacant [ par [ — k, les deux sommes sur [ dans le terme de droite deviennent

> par et > pori1, respectivement. Donc,

I€Z lez
2 = ZZ_?% Zp?l + Z@kﬂ Zp2l+1

keZ Lk keZ lez
= | Zﬁzkﬁ + | Zﬁzk+1|2'
keZ keZ

En posant E = )" Py, et O = > Dy, la derniére égalité peut s’écrire E? + O? = 2. De
keZ keZ

plus, en divisant la troisiéme égalité de I’énoncé du théoréme en termes pairs et impairs,

on a F+ O = 2. Les deux équations en E et en O ont la seule solution £ = O =1, ce

qui termine la démonstration de la quatriéme identité. m

Etant donnée une AMR ((V}), ¢), une fonction 1 telle que la famille {¢)(z —k); k € Z}
est une base orthonormale pour Wy = V} © V est appelée ondelette mere. Soit donc

une une telle fonction. On a

% / o(22)Y(2x — k)dx = / o(x)(x —k)de =0, Yk e€Z,p V.

1.1.3 Ondelettes méres et bases d’ondelettes

Nous allons maintenant décrire comment une AMR peut étre utilisé pour construire
une base orthonormale de L?*(R). Nous assumons que les conditions de la définition 1.1
sont satisfaites. Pour j € Z, nous notons W; le complement orthogonal de V; dans V.
Soit oy la projection orthogonale de V;,; sur W;. Des conditions 1., 2. et 3. de la définition
1.1 il suit que chaque fonction réelle f € L*(R) peut étre représentée par f = > «;f, ou
a;f L aj f pour j # j'; ainsi <

L*(R) = Pw;. (1.9)
JEL
Les espaces WW; satisfont les mémes conditions de dilations que Vj, c’est a dire

feWye [z f(272)] € W, (1.10)
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Dans le but d’obtenir une base orthonormée {1}, rez pour L*(R), il est nécessaire de
trouver ¢ € Wy telle que {¢(x — k)}rez est une base orthonormée de I'espace Wy ; cela
implique, d’apres les propriétés de dilatation (1.9) et (1.10) que {9}, rez est une base

orthonormée de L?*(R). Donc toute fonction f € L*(R) peut étre écrite comme :

F=Y (ftbiuhin

jeZ keZ

par rapport a la norme ||.||o. Soit maintenant
Gru(x) = 289(2x — k) k € Z

ot {¢ox;k € Z} est une base orthonormée de V5. Comme Vi & (€ W;) = L*(R), une
=0

autre base orthonormale pour L?(R) est :

{Vjn(x) e Nk € ZYU{poi(x): k € Z}.

Figure 1.2 Les espaces W, [20]
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1.1.4 De ’AMR A l'ondelette mére

D’aprés la section précédente, 'ondelette mére @ produit une base orthonormée
{¢;r(x) : j,k € Z} pour L*(R). Cela nous permettra d’écrire toute fonction dans L?(R)
en termes de 1); ;. Plus fondamentalement , étant donnée une AMR ((V}), ¢), existe-t-il
€ Wy = ViNVs- telle que {¢(z — k), k € Z} soit une base orthonormée pour Wy. Aprés
certaines observations générales nous allons montrer dans la suite que I'ondelette mére

est obtenue a partir de la fonction d’échelle par :

ou

o0 = (6(a), V29(20 ~ 1)) = VE [ 0(a)302 — Fidz, heZ

sont les coefficients de ¢ dans V; par rapport a la base {v/2¢(2x — k) : k € Z}. Notre
approche consiste a spécifier les propriétés non pas de 1 mais de 15, et d’utiliser la

transformée inverse de Fourier pour obtenir 'expression de 1 a partir de celle de 1.

1.1.5 Orthonormalité des translatées de ¢

Dans cette section nous nous referons a [34].

Lemme 1.7 Soit f dans L*(R) la transformée de Fourier de la fonction f € L*(R). Si
la famille {f(x — k) : k € Z} est orthonormée dans L*(R) alors

Y IfE+n)P =1 pp. (1.11)

neL
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Démonstration. La transformée de Fourier de f(z—k) est f(f)e_%”gk. Par I'identité

de Plancherel ( (f,¢) = <]/f\, @) ) il s’en suit que :

S — / F(@)F@ — Bydz = (f(x), f(z — k)

-~ -~

= (Flo), Fleyemeky = / () Permekag

o0
ol Ogp est le symbole de Kronecker delta. En transformant f en une somme, nous
—00
obtenons :
(n+1) %
/| ( |2 227r§k:d€ Z / ’2 QZﬂfk‘dS.
—00 n%
Donc,
(n+1) % 1
5k0 _ Z / |2 217r§kd£ / é-_'_n |2 Qzﬂfkdf
nezl nl 0

- / 3 IF(E + m)2) et

neL

La derniére égalité résulte du théoréme de la convergence monotone. La conséquence de

I'équation précédente est que pour la fonction 1-périodique ) |f(§+n)|2, ses coefficients

nez
de Fourier ¢, sont nulles pour n # 0 et ¢g = 1. Donc

Y IFE+R=1 pp. (1.12)

keZ

L’inverse de ce résultat n’est pas vrai. Puisque les translatées d’une fonction échelle

forment une base orthonormée pour V{, nous avons le corollaire suivant.
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Corollaire 1.8 5i q/g est la transformée de Fourier d’une fonction échelle ¢ € L*(R) pour
une AMR, alors

o€ +n)lP =1 pp.

nez
1.1.6 Filtres

Soit ((V}), ¢) une AMR. Toute fonction g € Vi peut étre écrite en terme des éléments
de la base orthonormée {v/2¢(2z — k) : k € Z} pour V; comme :

= Vabo(2z — k).

kEZ

Sachant que Y |bx|? < 0o, nous pouvons former une fonction 1-périodique
kEL

Z 75° e~ 2k ¢ LX(T) (1.13)

keZ

ou T représente le groupe du cercle unité. La fonction m,(§) est appelé Filtre associé a la
la fonction g. Le filtre mg associé a la fonction échelle est souvent appelé Filtre passe-bas

associé a ¢. Nous avons l'identité de filtre suivant.

Théoréme 1.9 Si ((V;),¢) est une AMR et g € Vi, alors

3(26) = my(€)(€) p.p. (1.14)

Démonstration. On a

= Vabp(22 — k)

keZ
pour une suite {b : k € Z} de carré sommable. La transformée de Fourier de ¢(2x — k)

. CoimkE T
étant 1e72™3 (%) on a:

o) = Zﬂbkée%%&g)

= (E Vo™ 9)3) = my($)3)
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ou encore
3(26) = my(€)9(€).

Ce résultat nous donne l'identité d’échelle qui suit.

Théoréme 1.10 Soit ((V}),¢) une AMR. Le filtre mo(§) = Z Tk —2mikE gssocié a ¢
keZ

satisfait a :
1= I + mo(€ + )P pp (115)

ot mo(€) # 0 ou mo(§ + 1) # 0 presque partout £ € R

Démonstration. Par (1.14), on a 5(5) (%)5(%) et donc , nous obtenons :

Sop = <¢<x> $(x — k >>—<<Ts<s> B(€)e e

s / AP de = / B(6)Permiede

1

:/ S [a(e + D) — / Z|mo DA e

0 l=—00 l=—0c0

En faisant la sommation sur les [ pairs et impairs séparément et en utilisant I’équation

(1.12), nous obtenons :

dor, = /<Z|mo( +H2+Z! €+1 %IH)UW’“%
0 l=—c l=—00
1
= /<|m0<§)|2+ ’mo(é—;l)’Z)eQﬂik{df-

Puisque cette équation est valable pour tout k € Z nous obtenons (1.15). m
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1.1.7 Expression du filtre m, pour g € W

Cette section s’inspire de [1]. Pour une AMR ((V}), ¢) soient g € Wy = ViNVg- C V4 =
Wy @ Vo, m, comme dans I'équation (1.13) et my le filtre passe-bas associé a la fonction
d’échelle ¢. Nous allons montrer qu’il existe une fonction 1-périodique S € L?(T) telle

que

my(€) = e T D BE mo (€ + ) (1.16)

Premiérement montrons que

ma(€(E) + my (€ + 3))ol€ +3)) =0 pp. EER (117)

Puisque g(x) L Vp, on a
~ [ o(@dla =Rz = (gla). ol ~ 1)) Vh € Z.

Comme la transformée de Fourier de ¢(z — k) est 5(5)6_2”5’“ il s’en suit de I'identité de

Plancherel que

00 k+1
0 = [ GO hdg = B()mek dg
ik 2 [ oo
= /Zg£+k (& + k)e*meh g,
0 kezZ

Ainsi, les coefficients de la série de Fourier de ) g(& + l{:)g/is(ﬁ + k) sont nuls pour k € Z,
kEZ
donc en remplacant £ par 2 nous obtenons :

> 926+ k) 626 +k) =0 pp.

keZ
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En utilisant l'identité de filtre g(2¢) = mg(5)$(5) et E(Qx) = mo(f)a(f) I’équation pré-

cédente devient :

0 = ome+ DFE+ mole + D)+ 5) b

keZ 2 2
k
- ng§+ |¢§+ )|m0(§—|—§) D.p.
keZ

En faisant la sommation sur les k impairs et les k pairs, nous obtenons :

2k +1 2k +1 2k
BT ol +

0= my(E+k)[(E+R)Pmo(e + )+ my(e+

keZ kEZ

) p-p.

Comme m, et my sont 1-périodique, on peut les mettre en évidence et on a :

2 + 1

0= my(E)mal€) 3 1€ + B)P + my(€ + Dmo( + ) S IFCEE 4 )P

keZ kEZ

De la relation (1.12), il s’en suit que :

0= my(€)mol®) + my(€ + )molE +3) b

ce qui donne le résultat.

De la relation d’échelle nous avons eu que mg(€) # 0 ou mo(§+3) # 0 p.p. £ € R. Donc
le vecteur (mg(€), mo(£+3)) est non nul p.p. En utilisant I'équation (1.17) et la définition
du produit scalaire dans C? (a savoir ((a, b), (¢, d)) = ac+bd), le vecteur (mgy(§), my(+3))
est perpendiculaire au vecteur (mg(€), mo(§+3)) p-p- Mais (W—i—%), —mg(€)) est aussi
perpendiculaire a (mg(§), mo(§ + 1)) p.p. 1 existe donc une fonction «(€) telle que :

(my €),my (€ + 3)) = A(€)(mol€ + ), ~mo(E) P

2
ou encore

my(€) = a(€mo(€ + 3) po (1.18)
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et

1 -
my(€ + 5)) = —alE)mo(§) p-p. (1.19)
Comme myg est 1-périodique, I'équation (1.18) implique que :
1 1l — 1 ——=
my(€+ 5) = ol€ + S)moE + 1) = alé + )o@ pp (1.20)

Les équations (1.19) et (1.20) impliquent que

(€ + 3)mo(@) = —a(€)mold).

Comme mg(§) # 0 ou mo(€ + %) # 0 presque partout £ € R,

al6+3) =—ale) et ale+1)=—ale+5)=a() po (1.21)

Comme a(f + 1) = —a(f) = e™a(€) p.p., il sen suit que (&) = ¥™EF2)a(€) est
%—périodique. Par conséquent, il existe une fonction 1-périodique [B(§) = q(%) telle que

a(§) = e 2mE ) B(2€) p.p. En substituant dans la relation (1.18) nous obtenons :

my(€) = e DBE (e + 1) pp

Pour montre que 3(¢) € L*(T), on montre que a(§) € L*(T). Or m, € L*(T) (voir (1.13))

et on a

1
1
gl = [ la(€)Plma(e + 3)de
0

3 1
= [1a©Pimofe + P+ [ lae)Pmo(e + 3)Pde.
0 1

En posant z = £ — 5 et en utilisant (1.21) on a

=

1 2
[1a@Pimo(e + 5)Pds = [ lata+ 5)Plmo(a + DPda
1 0

= [ lata)Plmo(o)de.
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Comme 1 = |mg(&)[* 4 [mo(§ + 3)[% on a:

1
Iyl = / (@) (ma(e)? + mo(e + 5))do

5 1
1 1
= [la@lde = [ la)Pds = 5ol
0 0

ce qui montre que o € L*(T).

Nous procédons maintenant a la construction de I'ondelette mére a partir de TAMR
((V;); ¢). Comme nous voulons une fonction ¢ € Wy, = Vi N V', d’aprés la section

précédente, il existe un fonction 1-périodique 8 € L*(T) telle que :

ma(€) = e S V(e mo(€ + 3). (1.22)

Or 8 = 1 est une fonction 1-périodique dans L?*(T). Une fonction ¢ € V; qui vérifie (1.22)

pour =1 doit aussi satisfaire (1.14) et donc

26) = mu(93(8) = ez G+ hm, (& 1 Hge
96 = mp($)3) = e Dmo(S + D3E) o
Théoréme 1.11 Soit ((V;); ¢) une AMR et considérons
Zpl k k\/_¢(2x —k)eVy, pr€ls(Z) (1.23)
kEZ
telle que
ey —2im(§4+1) £, 1~
V() = e Emg(5 4 5)o(5) pp. (1.24)

Alors 1 est une ondelette mere pour VAMR ((V;); ¢), ¢’est-a-dire que la famille {{(x—k) :
k € Z} est une base orthonormale pour Wy = Vi, N V5t
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Démonstration. Pour commencer, nous assumons que nous connaissons la transfor-
mée L/b\ et essayons de trouver ¢ par la transformée de Fourier inverse. Comme &5 € L*(R)
et que |mg| est bornée par (1.15), il s’en suit que 1; € L*(R); et par conséquent que
¢ € L*(R). Nous montrons ensuite que la famille {¢)(x — k) : k € Z} est une base

orthonormale. On a

Yo IPE+RP = Z!mo£+ + )I (& + )I

kezZ kez
B 27‘+1 1 9~ 2r+1 1.,
= Y lmole + T + S)PIRE+ T+ )]
reZ
2r+1 ~ 2r +1
+ D Imo€ + =5 —)Plele + =)
rez

En vertu de la périodicité de my, ces égalités deviennent :

SIRE+RP = Imo©F Y It + 4 P

2
keZ TGZ

2 1
+ o+ P13+ 2

rez

)%

De l’égalité (1.11), nous avons :

Yo lb(E+ k)P

kEZ

mo(F + mo(€ + )P

Pour montre que ¢(x — k) est orthogonale a Vj, nous montrons que chaque ¥ (z — k)
est orthogonale a chaque ¢(z — n). Par le théoréme de Plancherel (En annexe), il suffit
de montrer que ((¢(z — k)", (¢(x —n))") =0 Vk,n € Z. Pour montrer que 9(z) est
orthogonale a V{, nous montrons que {((¢(z))", (¢(x — k))*) = 0 Vk € Z. Comme les
transformées de Fourier de ¢)(z — n) et ¢(z — k) sont égales & 1h(&)e=2mn et G(£)e2imek
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respectivement, par (1.14) et (1.16) nous avons

(6=~ W), @) = mo($)AENe 27 e Dmo(S + )
= [ e ey $)a ymol§ + 3(5)de
= [ e g Syma( + 3)16(5) P
Avectzgona:
(60 =) @) = 2 [ (e SN mg(e)ma(e + 5)[a(0)
==2§Zt/ D (g + )50 P

De (1.12) nous obtenons

((G(z = k)", (b(2)") = 2/ mot+ ) D10t + )P (—e D) dg

0 nez
1
1
= 2 [ ma(t)mo(t + ) (- D)
0
Comme my(t) = 1%:2 3—%6‘2”5" nOuSs avons
<<¢($ a k)) /Z Z CnCm *227rt(n+m+2k71))dt'
0 TNEZmMEL
L’intégrale est non nulle seulement lorsque n + m + 2k — 1 = 0 (c’est a dire m =
—n — (2k —1)). Donc
((de = kD", ((@)") = Y (1) Ve @), (1.25)
nez



Pour évaluer cette somme , notons que n pair (impair) implique que —n — (2k — 1) est

impair (pair). On a donc
(_1>_n_(2k_1)cnc—n—(2k—1) + (_1)nc—n—(2kz—1)cn =0. (126)

Comme ¢, € [*(Z), la série converge absolument. Donc les groupements indiqués dans
(1.26) montrent que la sommation dans I’équation (1.25) est égale a zero et par conséquent
que {Y(x —k): ke Z} LV, Yk e Z.

Montrons en fin que {¢)(x —n) : n € Z} est une base orthonormée de W;. Nous savons

que pour n € Z, {¢(x —n) € L*(R)}. En outre

Be) = e m(S +

_ ,Qm( ZC k —217r 3+35 )k/\g ZC k 7217r (k+1) 7z7r(k+1)$(§>‘

2
keZ keZ

Comme (¢(br—a))" = e~ v “ &5(%), la transformée inverse de 6*2"“%(2“1)&5(%) est 2¢(2x—

(k+1)). On a donc :
(&) = %(—1)“1%?(%(% —(k+1)))
Y(z) = > (-)e5vV2e(2x — (k+1))

keZ

= Y (-D'emv26(2z — k).

kEZ

On voit que ¥(x) € Vi, dou¢(z—k) € Vi, Yk € Z. Pour voir que {¢(x—k) : k € Z} C W)
est une famille orthonormée de Wy. Nous supposons que g € Wy. Par (1.14) et (1.16)

nous avons

ge) = e



Comme ((€) € L*(T), nous pouvons écrire en série de Fourier comme 3(§) = > a,e* ™.
nez
Donc on a

38 = (D" ane®™ ) () = > a,e? ™ (€).

nez neL

Comme la transformée de Fourier inverse de e2™&4) (&) est (z + n), nous avons que
g(x) = Zakw(iﬂ — k)
kez

ce qui démontre bien que toute fonction € W,y s’exprime comme une combinaison
0

linéaire des translatées de ). m
Exemple 1.12 L’ondelette de Haar [1]

Dans cet exemple, nous voulons construire une fonction ¥ (z) € Wy C V; telle que :

(0,0 =0 et (P,9h) =1.

Comme v € Vi, nous voulons trouver les scalaires a; et ay tels que ¢(x) = a;v/26(2z) +

as\/2¢(2x — 1). Mais nous savons aussi que ¢(z) = ¢(2z) + ¢(2z — 1). La premiére

it — a1 ay
condition donne 0 = 5t s

1 = a? + a3. Nous avons a; = \/Li et ay = _\/Li‘ Donc I’ ondelette mére de Haar est :

donc as = —ay. De plus la deuxiéme condition donne

b(x) = ¢(2r) — (22— 1)
1 sizel0,3);
= -1 si zel3,1);

0  ailleurs.

= Xp,b) — XL

Ce qui donne

22 . s xE[%?%"’gg‘lﬂ);
J .
Vir(r) =4 =22 s z€ [2% + 2j£1’k_ﬂ);

0 atlleurs.
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Le filtre passe-bas associé a la fonction échelle de Haar est
Z e 2imkE _ 1 + 16721'#{
2 2 '
keZ

On montre donc qu’a partir de 15 nous pouvons construire 1. En effet

—~ ) 1.~
hE) = 6_2W(§+2)m0(§ +3)6(3)
4 1,1 1 ~ 1~ 1 o ey~
€—2m(§+§)(2 + 2672171'( )¢(§) _ §¢<g) o : —217r(§)¢(§)
Comme ?_1(%&5(%)) = ¢(2z) et FH(GeH7 (%) (%)) #(2x — 1), nous obtenons

U(r) = ¢(22) — ¢(22 — 1).

En fait, le filtre passe-bas my et le filtre passe-haut m; = e 2”(2+2)m0(§ + %) produisent

les ondelettes générées par la fonction échelle ¢.

*-—Q

1 ]

1 1 9 (x)

' ]

' ]

0 1 ' 0

O— l' - >~ T
[

/] 2. l:
! [
' 1
' 1
o

Figure 1.3 — Ondelette de Haar [3].

Dans le théoréme suivant, nous introduisons un résultat important qui nous sera utile

dans la suite de ce travail.

Théoréme 1.13 (Théoréme d’échantillonnage de Whittaker-Shannon-kotelnikov )
Soit f € L*(R) et suppf C [—3.3]. Alors

Zf sinc(z — k)

kEZ
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ot la somme symétrique partielle de ces séries converge absolument et uniformément par

rapport & la norme dans ||.||2 [9]

Démonstration. Pour donner une preuve a ce théoréme, partons du lemme suivant (voir

131) :

inrm

Lemme 1.14 L’ensemble des fonctions {\/%GT cn=---—2-10,1,2---} consti-

o0 .
tue une base orthomormée pour L?*[—a,al. Si f(x) = 3. ane o, alors o, =
n—=——oo

% S f(x)e’m%d:v.

—a

Nous commencons par montrer que les fonctions {sinc(z — k) : k € Z} forment une

suite orthonormée dans L*(R). Par le lemme précédent, les fonctions {e?®

X]—%%[(x)}kez
forment une suite orthonormée dans L?(R). La transformée de Fourier de ces fonctions

donne

e27rzkxe—27r7,k§ dx

ol
Ol
—
&
N—
~_
—
imn
S~—
Il
—

F (627rik:c X]

N[

6727rik(§fk)m dr

Il
—

D=

1 2mik(e—k)z] 2
[—2m‘(§ — & ]_
= sinc(¢ — k).

1
2

Comme la transformée de Fourier est unitaire, cela implique que les fonctions {sinc(z—k) :
k € Z} sont orthonormées. Ainsi, pour tout f € L'(R) N L*(R) nous pouvons exprimer

~

f(z) en séries de Fourier dans l'intervalle [—1, 1]

fA(f) _ Z i p2mike

k=—o00
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ol

1
2
Ck = /f(m)e_%ikfdﬁ. (1.27)
_1
2
Rappelons que les sommes partielles des séries de Fourier convergent par rapport a la
norme ||.[[? , 1, , c’est a dire
(_§7§)
1
2 N
/| &) — Z e’ 12— 0 quand N — oo.
1 k=-N
2

Comme nous travaillons dans un intervalle fini, la convergence dans LQ(—%, %) implique

la convergence dans L*(—3, ), donc

N
A(f) - Z cre’™ | — 0 quand N — co. (1.28)
k=N

\l\)\»—l
=

N

Or on a le résultat suivant.
Lemme 1.15 Soit f, f,€ L*(R). Alors

flz) = ]Oj?(f)eQi”médﬁ p.p. v €R. (1.29)
Si f est continue, la formule (1.29) est vérifiée pour tout x € R ( [9]).

Comme suppj?g [—%, %], de l'expression de ¢, dans (1.27) et par le lemme précédent on

a ¢, = f(—k). En utilisant encore ce lemme, on a la formule suivante

fla) = 7 F©)e* e = / (D F(=myerme)eistag va e R
S Y kez
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D’aprés (1.28) nous pouvons permuter la sommation et 'intégration. Pour tout x € R,

on a

fa) = S f(-k) [ ememiag

1

= 2 J=H) [m(gl e

N

keZ
= Zf( k)sinc(x + k) = Zf ) sinc(z — k).
k€EZ keZ

Ces séries convergent dans L*(R). En effet, comme {sinc(z — k) : k € Z} est un systéme

orthonormé,

N
If(@) = > fk)sine(x — k)= Y fk)sinc(z — k)2 = [ Y |f(k
n=—N |n|>N In|>N

converge vers 0 quand N — oo car {f(k) : k € Z} € [*(Z). Ainsi {sinc(x — k) : k € Z}

forment une base orthonormée m

Nous allons expliquer comment ce résultat est lié aux ondelettes, méme si quand il a
été obtenu la notion d’ondelettes n’avait pas encore paru. Le mot échantillonnage refléte
le fait que les fonctions concernées sont complétement déterminées si nous savons leurs
valeurs sur I'ensemble dénombrable Z. Le nom Shannon est distingué parce qu’il est

associé a de nombreux aspects et applications importants de 1’échantillonnage.
Exemple 1.16 Ondelette de Shannon [1]

L’exemple 1.2 nous a donné



dont la transformée inverse de Fourier est :

, 1 a1 o1 1 e — g sin x
6217r£zd€ = — (eQ’Lﬂ‘xQ —e 217r:p2> _ : _ )
2imx T 21 T

—

[SIE

Puisque Y |o(€ + k)2 =1 pp VE € R, {¢(x — k) : k € Z} constitue un systéme
kEZ

orthonormée dans L*(R), par 'orthonormalité des translatées de ¢(z). Pour correspondre

au fait que a(f) = X[—%,%)(f)a nous prenons Vy comme 'espace des fonctions & bande

limitée.
Vo= (o€ LR): 3()=0 ¥ | >3}

Par le théoréeme d’échantillonnage de Whittaker-Shannon-Kotelnikov, si ¢ € Vj, alors

o(x) = > ¢(k)sine(n(x — k)) dans ||.||2. Ainsi la série converge simplement.
keZ
Donc {¢(x — k) : k € Z} est une base orthonormale de Vj. Nous pouvons donc prendre

Vi = {¢jn(x) = 256(2x — k) - k € Z}.

Donc
Vi={oe PR): 3O =0, le>2)

Nous voyons donc que {V; : j € Z} est une AMR avec comme fonction d’échelle

¢(x) = sinc(mz).

La densité, la séparation et les propriétés d’orthogonalité sont évidement satisfaits
pour chaque V;. Donc |J V; = L*(R) s’en suit du fait que I'application f — fest une
JEZ
bijection de L?(R) dans lui méme et aussi de la relation de Plancherel ( en Annexe ).

Soit donc ¢ € LA(R). Alors ¢ € L2(R) et

ﬁg(é) = X[_zj%,zj%)(f)'
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Alors ¢; € V; et H&EJ — ¢|l2 = 0 quand j — oo. Donc |[¢; — ¢]l2 — 0 quand j — oo.

D’aprés I'égalité des filtres, on a

5 §38

$(§) :m0(2)¢(2 )(f)

Généralement, mg € L*(T), donc my est une extension 1-périodique de X[*ivi)@)' D’apreés

):X[_

N
N

I'ondelette mére du théoréme 1.14 (voir filtre et transformée de Fourier), on a

D) = 6‘2i7r(§+5)m0<§+%)5(§) p.p

e (S + 0)a()

et donc

-~

(&) = e ™ (Xe1-1)(©) +xp (&)  pp

1.2 Les propriétés des fonctions de carré intégrables

translatées dans L*(R)

1.2.1 Espace Invariant par Translation (EIT)
Pour tout k € Z, on a défini 'opérateur translation Ty par Tpp(x) = ¢p(x—k) = ¢p(x).

Définition 1.2 Soit V € L%(R) un espace fermé non vide. Cet espace est dit invariant

par translation si et seulement si T € V Vk € Z quelque soit ¢ € V, k € Z. 51 Ty =

{¢r : k € Z} alors T, engendre un sous espace fermé (Ty) noté simplement (¢). C’est a
dire la fermeture dans L?(R) de toutes les combinaisons linéaires finies des fonctions ¢y.

Cet espace est appelé espace principal invariant par translation engendré par ¢.

Dans le cas oul ¢ = sinc, alors T, est une famille orthonormée ( puisque S/ln\c(f) =

X[féé)(f) ) et donc nous avons que Y |f(k)[* < oo pour toute fonction f comme dans

kEZ
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le théoréeme d’échantillonnage de Whittaker-Shannon-Kotelnikov. De plus Vj = (sinc) et
I'ensemble {V; = D;V; : j € Z} est une AMR ou ¢ = sinc est la fonction échelle pour
cette AMR.

Signalons que V et W, sont en général des espaces principaux invariants par trans-
lation mais ont une différence importante par rapport a l'opérateur de dilatation car
V; = D;Vy est une suite croissante d’espaces fermés emboités avec j — oo, alors que
W; = D;W, sont des espaces disjoints satisfaisant a (1.9). Les propriétés des espaces
invariants par translation ont beaucoup de conséquences sur la théorie des ondelettes.
Les propriétés basiques de (¢) sont déterminées par celles du systéme T,. Soit donc ¢

une fonction non nulle dans L*(R), et soit
po(€) = D_lo(€ +j)I*
jez

et considérons l'espace M, = L?([0,1);p,) de toutes les fonctions m de période 1 satis-

faisant a

[ m(©)Pra€de = mie), < oc.

1.2.2 Les propriétés des fonctions de carré intégrables translatées

dans L?(R)

Ici nous commengons par montrer comment ps nous améne a une correspondance
naturelle entre I'espace (¢) et l'espace My. En effet observons que de part sa défini-
tion, la fonction py est une fonction générale positive et de période 1 dans L'([0, 1); d€).

Introduisons donc les crochets suivants pour deux fonctions f,§ € L*(R)

[£.31) = > Fle+ kg€ + k).

keZ
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Notons que p, = [a, | et pour f,ﬁ € L*(R), on a :

En outre

(Tif,9) = (1), 9)

— ] Rea@e e = [17.ge (1.30)

correspond au ki*™ coefficient de Fourier de [f, 9] qui est une fonction de L?([0,1)). Donc

nous avons :
Lemme 1.17 Pour f,g € L3(R), (f) L (g) si et seulement si [f,](€) =0 p.p.

Cela est claire puisque
(fy L{g) = (I3, Tig)=0 VjleZ
& (Tuf,9)=0 Vk€Z
& [£g© =0

en vertu de (1.30). Ce critére de perpendicularité fournit une preuve facile d’'un résultat de

base qui nous sera utile dans la suite. Avant de continuer, introduisons la carte J, : My —

-~

L*(R) définie par Jym = (mo)".
Théoréme 1.18 J, est une isométrie entre M, et (¢).[30]

Démonstration. Le fait que .J, est une isométrie entre M, et (¢) est la conséquence

de 'argument de périodisation

Vomlam = / m(€) P ()|2de

1

= [Im©F Y 1ot¢ + Bl = m(©)l,

5 keZ
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Si h € (¢)*, alors (h) L (@) et, par conséquent, par le lemme précédent on a

o~ _ ~

[, (Jym)")(€) = m(E)[h, d)(€) =0 pp. Vm e M,.

Il s’en suit que Jym € ((¢))F = (¢). D’ou J, envoie My dans (¢). Si JyMy # (¢), alors
JsM, serait un sous espace propre de (¢) (puisque Jy est une isométrie). D’ou il existe

une fonction non nulle g telle que :

1
0= (g, Jpm) = g,mq§ = /m £)de  Vm e M.
0
Nous pouvons clairement choisir m € My, telle que m(&)[g, qg] = |[g, Q/;]l Alinsi

o=/ﬁ@@@ﬂ5

Il s’en suit donc que [/g\,q?b\] = 0. En vertu du lemme précédent , on voie que g L (¢).

Comme g € (¢) on a une contradiction. m

Autrement dit, les deux espaces M et (¢) sont essentiellement équivalents via I'opéra-
teur Jy. Il est donc naturel de se demander comment les propriétés de la fonction de poids

pg correspondent aux propriétés de la famille génératrice T,. Par Exemple, sous 'opéra-

teur Jy les fonctions ¢, (k € Z) sont images des fonctions exponentielles e = e,

En effet
Jy: My — L*(R)

e — J¢6k

= (ex9)”
= (dn)"
~ 4.

Donc le systéme {ej, = e 2" : k € Z} est linéairement indépendant comme le systéme

T, lest. Les deux théorémes suivants montrent aussi le role joué par la fonction py. [30]
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Théoréme 1.19 Le systeme Ty = {¢r, = Ti¢ : k € Z} constitue une base orthonormée

si et seulement py(€) =1 p.p.

Démonstration. Pour démontrer cela, on montre que pour k,l € Z, (Tpp, Ti¢p) = 0

si et seulement si py(€) =1, € € [0,1] . En utilisant le théoréeme de Plancherel, on a
— <$ Tvl k:¢ /|¢ ’2 —2im&(l— k

1

— /Z 5+] 2i7r£(l7k)d£ _ /p¢(§)62i”5(lk)d§.
€z

0 0
Le résultat s’en suit du fait que le systéme {e; = e 2™*} est une base orthonormée de

L3([0,1)) =

Théoréme 1.20 py; > 0 p.p. si et seulement si il existe une base orthonormée de (p) de

la forme {Typ : k € Z} ou ¢ = (\/ijg)v.

Démonstration. Puisque le systéme {\;T% : k € Z} constitue une base orthonormée

pour My, le théoréme s’en suit en appliquant J; a En effet

ek
VPs'
J¢3M¢ — LQ(R)
Ty
VPo

- (5

§\§
hsS

Définition 1.3 Nous considérons l'espace séparable de Hilbert L*(R) doté du produit
scalaire défini dans lintroduction et dans ce qui suit, nous utilisons l’espace {¢) C L*(R).

Une famille dénombrable d’éléments Ty = {¢y : k € Z} dans (¢)
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— est un cadre de (p) si et seulement si il existe deuz constantes A,B > 0 pour

lesquelles

AlFIE < DKL Teo) P < BIfII3

=
pour toute fonction f € (¢).

— est une base de Riesz de (¢) s’il existe des constantes A, B > 0 telles que

A el < 1Y adlP < BY e (1.31)
k k

keZ
pour toute suite finie {cy}.

Toute base orthonormée est une base de Riesz et tout base de Riesz est un cadre. Les
nombres A, B sont appelés les bornes du cadre. Ils ne sont pas uniques. La borne inférieure
optimale du cadre est le supremum de toutes les bornes inférieures et la borne supérieure
optimale du cadre est I'infimum de toutes les bornes supérieures du cadre. Un cadre est
serré si A = B et il est de Parseval si A = B = 1. La différence entre la base de Riesz
et le cadre est que les éléments du cadre peuvent étre dépendants. Plus précisément, un
cadre {¢ : k € Z} est une base de Riesz si et seulement si

> crdr =0, {er} €1P(Z) = ¢, = 0,Vk € Z.

kel

Notons aussi que toute base orthonormée dans I’espace de Hilbert est un cadre de Parse-

val. D’un autre coté, un cadre de Parseval n’est pas nécessairement une base orthonormée.

Exemple 1.21 Soit H = R? et prenons

2 1 1 1 1
le - (07 5)7 ¢2 - (_’ _)a ¢3 = (Ea _%>

Alors, pour f = (f1, f2) € R? nous avons
3

2 _ 2.0 2 2
;Kf,aﬁﬁl = 3lf +|f ff2| +|f \/_f2|
= [IfII%



Donc {¢j}?:1 est un cadre de Parseval mais n’est pas évidemment une base orthonormée

de R?.

Dans ce qui précede, nous avons vu que T, est toujours linéairement indépendant.
Nous avons aussi trouvé avec précision quand c’est une base orthonormée de (¢); en
outre nous avons montré comment modifier T, (Théoréme 1.20). Cela a été fait quand

Q={£€][0,1): ps # 0} a une mesure |2 = 1. Si 0 < Q < 1 nous ne pouvons pas

R . 1 . XQ¢AV , . ~
nsidérer la fonction —=; rtant, si n n === n définissan
considérer la fonctio ) pou tant, si nous posons ¢ [\/p?¢] et en définissant xq,

comme une extension 1-périodique de xgq, sur la droite réelle R ( telle que % = 0 quand
).

pe = 0 ) nous avons ¢ € (¢) bien définie ( par le Théoréme 1.18 ). Soit donc m € M, tel

que f = (m@v est une fonction générale dans (¢). Alors

o) = T = [ m<§>$<5>%e2iﬂk52<g>dg

1 ~ .
+ k 2 2'L7rk§d
NG kZ [O(€ + k) [Pe* ™ dg

Q
= m 1 e2imkE ge — [ o2iTkE g
S{ (O g O / (€)1/polE)e™ e

Qg

= [ m©a©

qui est le —k*m¢ coefficient de Fourier de la fonction m(€)+/pe(€) qui est dans L*([0,1)).

Ainsi

S ltrenl = [ Im©Ppa(e)ds = 1712 (132

kEZ

Ceci est une extension du Théoréme 1.20.

1.2.3 Espace dual de T

Nous considérons le cas des systémes satisfaisant a

F=Y ()6 [el’®)

kEZ
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oit les familles Ty = {¢y : k € Z} et Tj = {ér : k € Z} peuvent étre difféerentes. Soient
deux systémes de Bessel {¢y}rez et {drtrez pour L2(R). Alors T = {fr - k € Z} est
appelé systéme dual & {¢y, : k € Z} si

keZ

Si tel est le cas, nous avons
F=Y (Lo => (f.0)é.
kEZ keZ
La fonction <z~5, si elle existe est appelée la fonction canonique duale de ¢. Ceci montre que
si le dual canonique existe, il est unique. Le théoréme suivant nous montre précisément

quand le dual canonique a ¢ existe.

Théoréme 1.22 I existe un dual canonique, gzNS, de ¢ € (p) si et seulement si p%ﬁ €

LY([0,1)). Dans ce cas, ¢ = (i@v.

Démonstration. Pour ¢ € (¢), il s’en suit (isométrie entre My, et (@) ) qu'il existe
une fonction unique m(§) € M, telle que 7{5 = m;ﬁ. En outre, 8 doit satisfaire (¢, <;3> =
w0 Vk € Z. En outre, (voir Lemme 12 ) (¢y, ¢) est le ki¥me coefficient de Fourier de
[0, @] = Mipy € L*([0,1)). Cela est le cas si et seulement si mp, = 1 p.p.. D'oit m =

m = p%). Finalement, puisque

p% c L'([0,1)) m

p%} = %, nous voyons que p%) € My si et seulement si
b

Notons aussi que si q; est le dual canonique de ¢ alors leurs réles sont interchan-
geables. En effet, dans le cas oit T est une base de Riesz, la condition p%) e L'([0,1))

. . . 1 .
est automatique puisque 0 < A < p, p.p.. En fait, ,/py et Nz sont toutes des fonctions

bornées dans ce cas. Dans le Théoréme 1.20, on a montré que la famille {¢ : k € Z} est

une base orthonormée pour (¢) si ¢ = ( ;5(5))V et donc, on a que

1
NS
N 1 -~
p=—0.
N2
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De plus, dans le Théoréeme 1.22 on a

Donc, quand Ty est une base de Riesz, on obtient la formule suivante pour une fonction

f e

z\/—_\/_—%\/_\/_,%)%—%; \/p_sow_—% k)

En prenant la transformée inverse de Fourier, nous obtenons

F=> (fo)oe =D (f.on)n

keZ keZ

pour tout f € (o).

Théoréme 1.23 Le systéeme T, est un cadre pour (¢p) si et seulement si il eriste deux

constantes 0 < A < B < oo telles que [30]

Axa, = ps(§) = Bxa, p-p-

ot Qy = {€ € [0,1] : ps(&) > 0} Dans ce cas, il existe un unique systéme dual Ty =
~ ~ ~ v ~ V
{Tid=dr k€Z} C(9) , 0u = (520) -

- Co N\ V -
Notons en général que, quand ¢ = <%¢> , alors ¢ € (@) = (@) et pg = xa, P.D--

En outre T, est un cadre de Parseval

45



En effet, en choisissant une fonction f € (¢) telle que f = mq/g et en utilisant le

théoréme de Plancherel on a successivement

(. Td) = { /m () D(E)e 2k

= /m |¢ |2 —217r5kd§ /Z’¢ §+l ) —2i7r§kd§

Q4 lez
= [ m@pate)emskag
Q
. Par conséquent on a
1. TP / ()P Ipa(€) P (133
k

Or, par définition du cadre de Parseval, on a que >_ |(f, Tx¢)|*> = || f||*. Ainsi des relations

k

(1.33) et (1.32) on a

/ m(E) Py (€)]2de = / m(€) Ppo(€)de

ce qui donne p; = xq,. Un peu plus général que 'AMR orthonormée, les ondelettes
constituent une AMR de cadre de Parseval en ondelettes 1) ou T, est un cadre de

Parseval pour Wy et ou la fonction échelle ¢ génére un cadre de Parseval pour V4.

1.3 Approximation non-linéaire

L’une des plus célébres contributions a la construction d’'une AMR, en ondelettes a

été faite par I. Daubechies qui a utilisé une ingénieuse construction produisant ainsi
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une AMR en ondelettes & support compact et pouvant avoir une grande régularité et
de nombreux moments nuls, voir [16] et [15], ou le £i*®¢ moment de 1 est définie par
I'intégrale :

R

Ces ondelettes sont trés utiles en analyse numérique et en ingénierie, étant donné que les
expansions en ondelettes d’une fonction lisse et continue par morceaux convergent trés

rapidement. Plus précisément, supposons que f € CR(R) tel que :
I fllor = maz{[|f|low : S =0,1,--- , R} < co.

et ¢ une ondelette & support compact ayant au moins R moments nuls. L’approximation
non-linéaire projette une fonction sur N vecteurs orthogonaux sélectionnés a priori. Cette
approximation est améliorée en choisissant les N vecteurs en fonction de chaque signal.
Dans cette section, nous analysons les performances de cet approximation dans une base
d’ondelettes. Une fonction f € L*(R) sera approximée par N ondelettes sélectionnées de

maniére optimale dans une base orthonormée {v,, : m € Z} de L*(R).

1.3.1 Décroissance des coefficients et approximation

Pour que la convergence d’une fonction soit rapide, il faut que les coefficients en
ondelettes décroissent rapidement quand j — oo. Cette décroissance est liée au nombre
de moments nuls de I'ondelette . C’est a dire que la transformée de Fourier de ¢ a un
zéro d’ordre R en £ = 0, ou encore que v est orthogonale a tous les polynomes de degré
inférieur & R. Montrons que si f € CT(R) sur un intervalle I, lordre de décroissance des
coefficients d’ondelettes (f,1,,) dans Uintervalle I est 277(F+2) Clest a dire qu'il existe
une borne M telle que

[, )| < M27I0HD),
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Nous assommons que ) est a support compact. C’est a dire qu’ il existe L > 0 tel

que || > L = 9(z) = 0. Définissons donc ¥(z) pour r € N comme suit :

Up(z) = /Lx t" e (t)dt.

En outre, comme ¢ a R moments nuls le support de U(z) est dans [-L, L] Vr < R. On

a donc

Lemme 1.24 Pour toute fonction f(x) € CE, on a :

k+L

(@) 6P =) = i |

FE () p(2)de.

27

En effet en appliquant la formule de Taylor avec le reste intégral (reste de Laplace ) a la

k—L

fonction f autour de “7=,on a




On a donc

(f(x), p(Dz—k)) =

ﬂ
/ )62 — k)
k=L
k+L
1 k— L1R-1
(R) N i
w1 ) @ t-5—] @t - kdtda
k=L k=L

! ,1_) /f(R)(x)j [(2ft—k)+L}R_lzp(2f't—k)dzdx

(Ril)!Qj(;l) /f(R)( )j [2’t—k]Rl¢(2jt—k)dtd;p

k=L k=L
27 27
k:+L
1 .
(R—1) 'QJ(R 1) 95 /f / U (27t — k)dtdx
k+L
1 1 27
— (B (g B
(R— 1)'2JR/f / (2t — k)dtdz.
k=L k—L
27 2]

En appliquant 'inégalité de Holder a ce résultat nous obtenons

[(f(x), ¥(2x — k)|

En posant p = 2 on

1

x ' : -
p Y 1
S —1) |23R / ‘f )| dl’ (/ | (27t — k)| dt)
7
27

EtL
27
1 1 1 _1
_ 1 p . !
a (R—l)!QjRQJ(l—;)</|f |d$ /|‘1’ )| 1dt
k=L
1 1
- : 1 @)l 2

(R — 1)! 2J(R+1*%)

obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz et en prenant donc C =
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(Ril)l H‘I]HLI et m = 27, on obtient
[ 2

(f(x), 27z — k)| < O f ()| crm ).

Une fonction f est alors approximée d’une maniére optimale dans une base orthonormée
{¢p : n € Z} de L*(R). Soit fy la projection de f sur les N vecteurs dont les indices

sons dans Iy :

In =Y (f tn) . (1.34)

nely
1.3.2 Erreur de 'approximation non-linéaire

Pour que l'erreur soit optimale , il faut que les indices dans Iy correspondent aux
N vecteurs aient les plus grands produits scalaires en valeur absolue par rapport a la
fonction f ( [(f,¥n)| ). Ce sont les vecteurs les mieux corrélés a f. L’erreur résultante
e,[IV] est alors nécessairement plus petite que I'erreur de I'approximation linéaire obtenue
en choisissant N vecteurs d’approximation indépendamment de f. En classant les valeurs

{I{f, ¥n)| }nen par ordre décroissant . L’erreur est définie par :

méln
En utilisant les relations ci-haut obtenues on a :

I1f = full2 <C7%IUWMF

C ;VR 27m(R+%) 2

rmw(£% ) (1.35)
Ol fI2a( > 2mtam)) "

méeln

CllfIE M2

N

on M = Y (2m0tar)) ",
meln
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Remarquablement, ce résultat est aussi valable si f est R fois contintiment différen-
tiable et présente de nombreux points de discontinuités. Autrement dit, 'approximation
en ondelettes se comporte comme si les fonctions n’avaient pas de discontinuités. Ce
comportement est trés différent de I'approximation en séries de Fourier, dans ce cas
le taux d’erreur est de ordre de O(N~%). Ce résultat peut étre étendu en plusieurs

dimensions comme on le verra dans la suite.

Une autre propriété importante d'une AMR est qu’il permet une mise en ceuvre
efficace d’'une décomposition algorithmique en ondelettes. Pour expliquer cela, supposons
que 1 est ondelette & support compact associée a une fonction échelle ¢. Comme ¢ et ¢
sont dans Vi, il s’en suit que D_q¢ et D_11) sont dans V. Examinons donc les équations

(1.41,1.58), qui, dans le domaine temporel, peuvent étre écrites comme :

(D-10)(x) = L6(2) = ¥ awle — k),

(D-10)x) = H0(G) = 3 bl = b) (1.30)

ou seul un nombre fini de coefficients aj et b, sont non nuls. Comme D_; est unitaire,

de ces deux derniéres relation, nous obtenons :

ar = ((D-19), Trp) = (Dj-1¢), D;iT1.9),
b = ((D19), Tih) = (Dj-1¢), DiTi).

Nous voyons donc qu’il y a deux bases orthonormées pour V; = W,_; @ V;_; ; ces bases
sont D;T, et D;_1Ty, U D;T,. Des relations (1.36) nous pouvons calculer les matrices de
changement de bases obtenues a partir des deux bases orthonormées ( tout en sachant
que l'ordre de dilatation et de translation est important : DT = Ty, D; ). Pour une
fonction a support compact donnée f € V; nous appliquons la matrice de changement de
base appropriée pour calculer la projection orthogonale f;_; de fy dans Vj_; et obtenir

le "terme de correction" e;_y = f; — fj—1 € W;_1 . Les itérations de cette procédure nous

51



montrent que les manipulations arithmétiques avec les ensembles finis de coefficients sont
tous ceux qui sont impliqués au calcul de fy € Vet e; € W;, 0 < i < j— 1 de sorte que
fi = fo+ei+---+ej_1. Avec les excellentes propriétés d’approximation en ondelettes,
cette technique remarquablement simple est I'une des principales raisons pour lesquelles
les ingénieurs ont adopté les ondelettes (en particulier, les ondelettes bi-orthonormales
a supports compactes [10]) dans la conception de la norme JPFEG2000, le standard
industriel pour la compression des images, remplacant ainsi I’ancien de Fourier basé sur

la norme JPEG standard.

Une autre propriété de 'ARM en ondelettes est que, considérées comme éléments
d’'un sous-ensemble sphére unité dans L*(R), ils forment un ensemble connecté par
arcs. En particulier, il n’est pas difficile de montrer qu’existent des chemins continus
d’ondelettes. Supposons que 'ondelette 9 et YZJ sont deux ondelettes dans la méme AMR.
Alors on peut facilement montrer que (gZNJ)A = qu, ol s est ne fonction unimodulairede
période 1. En particulier, nous pouvons choisir une fonction 6 de période 1 pour laquelle
(Qz)/\ = ei% et I'ensemble s = € | pour t € [0,1], pour établir un chemin continu
t— (st@Z) dans L?(R) connectant 1 a ¢. Un argument plus complexe montre comment

¥ est en permanence relié a Uondelette de Haar [21].

D’autres questions se posent a ce sujet. Par exemple : 7 Est-ce que toutes les
ondelettes orthonormées sont connectées?, Est-ce que deux cadres d’ondelettes quel-
conques sont-elles connectées ?” La réponse a cette derniére question est oui, alors que

la précédente est encore un probléme ouvert.

Avant de passer aux ondelettes en plusieurs dimensions, notons qu’il y a beaucoup

d’autres sujets sur les ondelettes uni-dimensionnelles que nous n’avons pas discutés dans
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ce travail. En particulier, il y a des ondelettes ne résultant pas d'une AMR. Aussi, les
ondelettes peuvent étre définies en remplacant dilatations dyadiques avec dilatations par
r > 1, ot r n’a pas besoin étre un nombre entier. Dans la situation des dilatations non-
dyadiques, la construction une base orthonormée associée aux ondelettes peut exiger plus
d’une génératrice; a savoir, si r = § > 1 et p,q sont premiers, alors p — ¢ générateurs

sont nécessaires.
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CHAPITRE 2

Les Ondelettes dans L?(R")

Un grand nombre de concepts vus dans le premier chapitre peuvent s’étendre na-
turellement & n dimensions (n € N;n > 1) ou les Z-translations sont remplacées par
Z"-translations et ou 'ensemble de dilatations {27, j € Z} est remplacé par I’ensemble
{w,j € Z} ou u € M,y, une matrice réelle dont chacune de ses valeurs propres est
supérieure a 1. Pour des raisons théoriques et pratiques, il est plus commode de concen-
trer notre attention sur les cadres de Parseval en ondelettes plutdt que sur les ondelettes

orthonormées. Etant donnée la matrice u, on a la définition suivante

Définition 2.1 (Matrice de dilatation) Une matrice de dilatation est une matrice
entiere non singuliére telle que la valeur absolue de chacune de ses valeurs propres est

supérieure a 1. Le facteur de dilatation surfacique( volumique,... ) est | detu.

Nous définissons ainsi les fonctions ¢ € L*(R™) pour lesquelles le systéme d’ondelettes :

{;0(2) = DITyap(z) = | detul2p(w'z — k), j € Z,k € Z", x € R"} (2.1)
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est un cadre de Parseval. Autrement dit
DY KL DIT) = (1 fllfe@n Vf € LAR™).
JEL jEL™
La contrainte sur les valeurs propres dans la définition ci-dessus assure la dilatation dans

. . 2 0\ , . . . .
chaque dimension. Par exemple (O 1) n’est pas une matrice de dilatation valide, car les

0 2
valide et ses dilatations suivent toutes ( les deux ) dimensions.

dilatation sont dans une seule direction, alors que ( ) est une matrice de dilatation

2.1  Analyse Multi-Résolution

Définition 2.2 (AMR) Soit u une matrice de dilatation. Une suite de {V}'}jcz des es-
paces fermés de L*(R") est une AMR associée a la matrice de dilatation u si les propriétés

sutvantes sont vérifiées
1.VjeZVr, CVy;
2. ( Séparation ) : hm Vit ={0}. Cest a dire NjezV]* = {0};
3. ( Densité ) : lim V; = UV = L*(R");
j—r—00
4 ( Invariance d’échelle ) : Vj € Z, f(x) € V] & f(ur) € VI ;
5. ( Invariance par translation ) : Vk € Z, f(z) e Vi' < f(x — k) € Vj*;

6. 1l existe ¢ telle que {¢(x — k)}rezn est une base orthonormée de V'. De plus on
suppose que [ ¢(x)dx # 0.
R

Exemple 2.1 (Approximations constantes par morceaux)

Dans le cas multidimensionnel, 'AMR la plus simple est associée aux approximations

constantes par morceaux. Dans ce cas, 'espace V' est constitué de toutes les fonctions
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f € L*(R") telles que f est constante sur les régions de la forme k + [0,1)", ou k € Z".
Plus généralement, V" est constitué de toutes les fonctions f € L*(R™) telles que f est
constante sur les régions de la forme | det u]%(k:—i— [0,1)"), ot k € Z™. La base orthonormée
de V' est donnée par {¢(z — k) }rezn, ol

1 si xel0,1)"
0 ailleurs

6() = () = {

2.1.1 Espace d’ondelettes

Considérons une AMR associée a la matrice de dilatation u et une suite d’espaces
{V["}jez. Si VJ* | un sous espace propre de V[, il existe donc un espace W, le complé-

ment orthogonal de V" dans V" ,. En d’autres termes, nous avons
VE=Vr e W,

Malheureusement, si |detu| > 2, il n’est pas possible pour les translations de vecteur
entier d’une simple fonction forment une base de W{. En fait, nous avons besoin de
vecteurs-entiers invariants de |detu| — 1 fonctions. Ainsi, nous devons décomposer da-
vantage 'espace W' dans | det u| — 1 sous-espaces {W}j : 1 € {1,2,...,|detu| — 1}}. Nous

avons donc
|det u|—1

Wy = @ wi (2:2)
=1

Cela conduit a la relation

|det u|—1

vi=vie (@ i)
=1

Ainsi, nous avons maintenant | det u| — 1 espaces d’ondelettes a chaque niveau de ’ARM.

En d’autres termes, on obtient la décomposition de L?*(R™) illustré sur la figure précé-
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dente. Les différents espaces ont les propriétés suivantes :
VinVe =V pour k <j;
Wi, NWy =0 pour (j,k)# (p,q) et

Vj"ﬂW;q:O pour j = q.

En outre, les espaces d’ondelettes ont un certain nombre d’autres propriétés impor-

tantes données par le théoréme suivant

Théoréme 2.2 (Propriétés des espaces d’ondelettes) Soit {Wj; : (I,j) €
{1,2,...,|detu| — 1} x Z} les espaces d’ondelettes associés 4 'AMR de matrice de

dilatation u. Alors, ces espaces sont tels que

1. ( Densité ) : ( ) VVZ}) = L*(R");

(l.y)e{1,2,...,| det u| -1} xZ
2. ( Invariance d’échelle ) : Pour chaque 1 € 1,2,...,|detu| =1, f(z) € W)} &

f(ux) € Wiy ;

8. ( Invariance par translation ) : Pour chaque | € 1,2, ..., [detu| — 1, f(z) € W} <
flx —Fk) € W pour tout k € Z", j € Z;
4. Pour chaque | € 1,2,....|detu| — 1, il existe ' telle que {'(x — k) }rezn est une

base orthonormée de Wy ;

La base de chaque espace W} est générée par les translatées de la fonction ¢'. Nous nous
référons a la fonction ! comme ondelette. Notez que nous avons |detu| — 1 fonctions

d’ondelettes (car il y a |detu| — 1 espaces d’ondelettes a chaque niveau dans 'AMR, ).

2.1.2 Fonction I’échelle et les espaces d’ondelettes

Considérons une AMR {V}* : j € Z} associée a la matrice dilatation u. Soit

{¢(x — k) : k € Z"} une base orthonormée de V{". Pour chaque | € 1,2, ...,|detu| — 1,
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considérons que {!(x — k) : k € Z"} désigne la base orthonormée de W} . Supposons
que ¢(z) et {¢l(x)}l€{1,2,...,|detu|71} sont connues. Puis, comme dans le cas unidimension-
nel, nous pouvons déterminer une base pour chacun d’autres espaces d’approximation en

ondelettes. Dans le contexte multidimensionnel, nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.3 Soient {V]" : j € Z} une AMR associée a la matrice de dilatation u et
{p(xz—Fk) : k € Z"} une base orthonormée de V' dont la base duale est {p(x—Fk) : k € Z"}

. Alors pour l'ensemble {¢;, : k € Z"} des fonctions données par
din(x) = | detultp(uwx — k)

est une base orthonormée de V[ et la base duale {djn - k € 2"} est
() = | detul? d(ux — k)

Ouu € Myyn, k€ Z" et x € R".

Maintenant, nous considérons les bases les espaces d’approximation en ondelettes. La

base de chacun de ces espaces peut étre déterminée comme dans le théoréme suivant

Théoréme 2.4 Soient {V* : j € Z} une AMR associée a la matrice de dilatation u avec
les espaces d’ondelettes {W}! : (1,j) € {1,2,...|detu| — 1} x Z} et {'(z — k) : k € Z"}
une base orthonormée de W dont la base duale est {!(x—Fk) : k € Z"}. Alors l'ensemble

{z/Jék ck € 2"} des fonctions données par
(@) = | detul ¢! (wz — k)
est une base orthonormée de Wi, et la base duale {1/~J§k ckeZ"} est
V() = | det ul*! (uwlz — k)
Ouu € Myyn, k€ Z" et x € R".
Dans ce qui suit nous nous contentons a travailler dans L*(R?) et le cas dans L*(R") sera
déduit par généralisation.
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2.2  Ondelettes séparables dans L?(R?)

En général, a toute base orthonormée d’ondelettes {¢;x(z) : j,k € Z} de L*(R), nous

pouvons associer une base orthonormée d’ondelettes de L?(IR?)

{wjlkl (x)ijkQ (y)v j17j27 kl) k2 € Z}

Cependant, les fonctions ;, k, (2)¢, r,(y) mélangent les informations a deux échelles
différentes j; et js le long de x et y, ce que I'on préfére souvent éviter. ’AMR séparable
conduit a une autre construction de base d’ondelettes séparables, dont les éléments sont

des produits des fonctions dilatées a la méme échelle.

2.2.1 Analyse Multi-Résolutions

Comme en dimension 1, la notion d’AMR se formalise avec des projections ortho-
gonales sur des espaces de tailles variables. L’approximation d’une fonction f(z,y) a la
résolution 277 est définie comme la projection de f sur un espace Vj2 inclus dans L?(R?).
L’espace Vf est un ensemble de toutes les approximations a la résolutions 277. La taille de
Vf diminue quand la résolution diminue. La définition formelle d’'une AMR {\/;2 1 j €L}
de L?*(IR?) est une extension directe de la définition 1.1 de TAMR dans L?*(R). On exige

les mémes propriétés de causalité, de complétude et de changement d’échelle.

2.2.2  Produit tensoriel

Les produits tensoriels sont utilisés pour étendre des espaces unidimensionnelles a des
espaces multidimensionnels. Un produit tensoriel f; ® f; entre deux vecteurs de deux

espaces de Hilbert H; et Hy vérifie les propriétés suivantes
1. Linéarité : VA € C, A(fi ® fo) = (A1) ® fa = fr @ (A fa).
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2. Distributivité : (fi +g1) ® (fo+92) = (1@ fo) + ({1 ®92) + (91 ® f2) + (1 @ ga).

Ce produit tensoriel définit un nouvel espace de Hilbert H = H; ® Hy contenant tous les
vecteurs de la forme (f; ® f2) ou f; € Hy et fo € Hy ainsi que toutes les combinaisons
linéaires de tels vecteurs. Un produit scalaire sur H se déduit des produits scalaires sur

H et H, par

(/1 ® fo, 91 ® g2)u = (f1, 91)m, (f2, 92) s, -

Dans cette section, nous considérons le cas particulier de PAMR séparable. Soit
{V;};ez une AMR dans L*(R). Une AMR séparable en dimension 2 est constituée des
produits tensoriels

Vi=V;®V;

L’espace V;Q est 'ensemble des fonctions finies f(z,y), combinaisons linaires de fonctions

séparables
o0

fl@y) = acfm(@)gm(y) avec frm €Vj, gm€V;.

k=—o00

2.2.3 Base d’ondelettes séparables dans L?(R?)

Une base d’ondelettes séparables de L?(R?) est construite a partir de produits d’une
fonction d’échelle ¢ et d’une ondelette 1. La fonction d’échelle est associée a une AMR
{Vj;j € Z} de L*(R). Soit {I/;2 7 € Z} TAMR de L?*(R?) définie par V}Q =V,eV,.
Considérons les espace d’approximation VVj2_1 égaux aux compléments orthogonaux des
V7, dans V7

Vi=VEiie Wk,

Afin de construire une base d’ondelettes orthonormées de L?*(R?), le théoréme suivant
donne la construction d’une base orthonormée d’ondelettes pour chaque espace d’ap-

proximation VVJZ.
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Théoréme 2.5 Soit ¢ une fonction d’échelle, et 1) I’'ondelette correspondante engendrant

une base d’ondelettes orthonormée de L*(R). On définit trois ondelettes :

Uz, y) = v(2)ey),  Tz.y) =o@)P(y), T(r.y)=v()(y)  (2:3)
et on pose, pour 1 <1< 3
L= [detul 3! (W — by, uly — k).
La famille d’ondelettes

{\p;y,ﬁ, w2, gl

Jik2? Jiks -

2
k,’l, k’g, kg cZ }
est une base orthonormée de VVJ-Q, et

(w, w2,

Jyk2 Jrk2> J,k3

j € Z, kl,kg,kg € Z2}

est une base orthonormée de L*(R?).

Démonstration. D’aprés la propriété de distributivité du produit tensoriel, I'espace

Vj2 = V; ® V; peut aussi se décomposer comme suit :

Vo= Vel
= (Vs @ W) @ (Vi @ W)
= Vi@V @ [(Wm1 ®@Vim) @ (Vi @ Wisy) @ (W @ Wiy))]
= Vi, oWy,
On a donc que
W= (W;@V) e (V;@W;) & (W, @ W)). (2.4)
Comme {¢;,, : m € Z} et {1;, : n € Z} sont respectivement des bases orthonormées de

V; et de W, , on en déduit que

{0ik ()i )y B (@) () Vit ()i, (y) = Ko, Ky € 27}

61



est une base orthonormée de VV]-2. L’espace L?(R?) peut se décomposer comme la somme

directe des espaces de détail I/Vf.

L*(R?) = é W2,

j=—o0

Donc

{0 (0)0y (V) Dk () Ujs (1), Vgt (20 (y) = J € Z, Ky, by € 22}

est un base orthonormée de L?(R?) m

Les trois ondelettes extraient des détails de la fonction suivant des échelles et des
orientations différentes. Si 'ondelette unidimensionnelle 1 (t) est & support compact de
longueur K alors les trois ondelettes bidimensionnelles W' ont des support compact carré
de méme longueur. Sur les fréquences positives, ;5 et J ont une méme énergie essen-
tiellement concentré respectivement sur [0, 3] et [3,1]. Les expressions (2.3) impliquent

que

DL€, E6) = HE)D(E), D1, &) = D(E)H(E), DHEE) = D(E)D(E).

2 0
0 2
(272,27y) et la famille de fonctions dilatées-translatées sera notée :

Soit par exemple n =2 et u = ( ) On aura donc u(z,y) = (2, 2y) et v (z,y) =

Bjikr kn (T, Y) = 4%#5(2% — k1, 27y — ky).

L’opération de dilatation agissant de facon indépendante suivant les deux directions, on
créé une AMR en deux dimensions en choisissant comme fonction d’échelle le produit de

deux fonctions d’échelle & une variable

(bj,]ﬁ,kz (.CE, y) = 2%(25(2]'%. - k1)2%¢<2jy - k2)
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soit,
B e (T, ) = i () Dy (y).-

La famille de sous-espaces ainsi construite est le produit tensoriel des sous-espaces a une

dimension suivant x et suivant y.

Vi = VeV=Via@Va@[(Wi @ Vi) © (Vo @ Wis) & (Wjm @ W)

On constate que, comme prévu, les base des sous-espaces d’approximations (ondelettes)

seront constituées par trois familles d’ondelettes :

W(xy) = olx)v(y)
Vi(r,y) = Y()o(y)
Vi xy) = P(@)Y(y).

La décomposition discréte d’'une fonction considérée comme approximation de la fonction
de départ o’/ fournit a chaque étape quatre images, I'une correspond a I'approximation
supérieure a’*! et les trois autres sont constituées des coefficients de la décomposition
en ondelettes et contiennent les approximations perdues lors du passage d’une résolution
R . . . . , . h N
a la suivante. Ces approximations sont orientées horizontalement dj i ( correspondant a
Y"(z,y) ), verticalement d¥,, ( correspondant a 1¥(z,y) ) ou en diagonal d¢,, ( corres-
,y) ), verticalement dj,; ( corresp , Y ] g 1 ( corres

j
pondant a ¥%(x,y) ).

v d
dj+1 dglﬂ
aj | aj | iy,
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2.3  Ondelettes a dilatations composées

Dans cette section, nous nous référons au référence [36]. Nous considérons ¢ € GL,,(R)
et soit I' un treillis dans R™ obtenu en faisant le produit des éléments M € GL,(R) et
les éléments de Z" (I' = MZ"™ ). Pour toute fonction ¢ (z) € R™ | nous considérons les
opérateurs suivants sur L?(R")

e Les translations : T, (y € I') définies pour ¢(z) € L*(R") par

T,(¥(x) = ¢(x =)

e Les dilatations : D, (c € GL,(R)) définies pour ¢(x) € L*(R") par

(De(v(x)) = | det ¢|2¢(cx)
(Di(y(x)) = |dete| 39 (dz), je€ L.

Si C C GL,(R) et ¥ = {2 ... L} € L*(R"), alors le systéme affine {D.T,¢' : ¢ €
C,y el =1,2...,L} est appelé systéme d’ondelettes orthonormées ou simplement
systeme affine avec dilatations composées, si et seulement si ¢’est une base orthonormée

de L*(R™).

Ici, nous nous intéressons au cas ou C' = AB = {ab,a € A,b € B} ou A C GL,(R)
est une classe de matrice n x n avec les propriétés de dilatations et B C GL,(R) une

classe de matrice n x n telle que detb =1 ( voir [27] ).

2.3.1 Analyse Multi-Résolution

[’AMR associée a une suite de dilatations {a’ : j € Z} est une suite croissante de

sous-espaces fermés {V;},cz de telle sorte que :
1. Ve = DIV
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2. Vit e Vit

3. UjezV]* = L*(R™);

4. ijZ‘/jn - {O},

5. Il existe ¢ € V" telle que {T,¢(z) : v € I'} est une base orthonormée de V(!

La derniére propriété montre que V' est un espace invariant par translation généré par
la fonction ¢.

Dans le cas de dilatation composée la notion d’invariance par translation est remplacée
par un concept plus général. Comme B(I') = I', I'opérateur généré par les dilatations

Dy, b € B, et les translations 7,y € I', forment un groupe. En fait, on a que :

(D) (DT () = (D) det b~ 24 (ba — by)
= | dete| 2| det b 2e)(cbz — cb(y + b~'7))

- chTfy+b—lT¢(1‘)

Cela nous permet de définir 'opération sur le produit cartésien B x I':
(e, 7).(b,7) = (cb, b7 7 + ).

Nous obtenons un nouveau groupe que nous désignons par BI' ( il est, en fait le produit
semi-direct de B et I' ). Cela nous améne a la notion des espaces BI-invariant qui sont
les sous-espaces fermés V" C L*(R™) tels que D,T,¢ € V™ pour tout ¢p € V™, b € B et
~v € I'. Cette notion, a son tour, nous améne a la version plus générale de la cinquiéme
propriété.

5. 11 existe ¢ € V telle que {D,T,¢) : b € B et v € I'}, est une base orthonormée de
Vo'

Ainsi, V' est un espace Bl'-invariant engendré par ¢. La notion la plus générale

de TAMR associée aux ensembles de dilatations A = {a’ : j € Z} et du groupe B C
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GL,(R), appele AB-AMR, est une collection croissante des sous espaces fermés {V;},cz
de L*(R™) satisfaisant aux conditions 1,2,3,4 et 5. L’espace V" n’est pas généré par les
[-translations de la fonction ¢. En effet, les générateurs sont, I’ensemble des fonctions

Dyp,b € B car on observe que DyT,¢ = Ty, Dy et B(I') = I'. Pour comprendre ces

concepts , nous construisons les deux exemples suivants dans L?(R?).

2.3.2 Exemple 1 : Ondelette de type-Haar associée a la matrice

de quinconce

Comme dans le cas unidimensionnel, nous évitons des ondelettes génératrices mul-
tiples en nous limitant au cas d’une matrice de dilatation uv dont det u = 2. Nous nous

inspirons de |36] et nous considérons le systéme affine a dilatation composée pour lequel
1 -1
1 1

rotation d’angle 7 dans le sens des aiguilles d'une montre, normalisé pour avoir det g = 2

la matrice a est une matrice de quinconce : a = q = ( ) représentant la matrice de

et pour lequel B = {b; : i =1,---,7} est le groupe des symétries du carré :

1 0 01 0 —1 -1 0
b(]:(() 1)7 b1:(1 O>7 62:(1 0)7 b3:(0 1)7

et b = —b;_4 pour 1 =4,5,6,7.

Soit Ry le triangle de sommets (0,0), (5,0) et (3,3) et R; = bRy pour i =1,--- 7.
Si ¢(x) = 2v/2xg,, nous prétendons que le systéme {DyTro(x) : b € B,k € Z?} est une
base orthonormée de I'espace Vj. Vg est donc un espace de toutes les fonctions de carré
intégrable qui sont constantes sur chaque Z2-translations des triangles R;; i = 1,...,7.
Considérons maintenant les espaces V; = DgVo;j € 7.

L’espace V_; contient toutes les fonctions de carré sommables qui sont constantes sur

chaque ¢ 'Z2-translations des triangles R;; i = 1,---,7. On a que V_; C Vj et par

conséquent V;_; C V; pour tout j € Z.
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Figure 2.1 — Région fondamentale Ry et ses images par B |36].

Soit donc le vecteur colonne

gbOSD(w) <p(1)(x)
$(x) = blzp@) — |7 @) (2.5)
Dy, () o' (x)

une fonction échelle a valeur matricielle pour cette AMR. En observant la figure ci-haut,

on constate que :

RO = qilRl U [qile + (

) ] =q¢'RiUqg! [RG + (g) } (2.6)

INJEENIE

Cette équation implique que

XRo(T) = Xg-1h, (%) + X () (2.7)
(o)
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¥

(=1

Figure 2.2 — Illustration de ’action de I'inverse de la matrice quinconce q sur les triangles

R; |36].
ou encore d'une maniére équivalente

la) = (0 = o a0) + (0 ) ) (25)

En appliquant Dj, a I’équation précédente ou en observant la Figure 2.2, nous obtenons :

¢(x) = ' (qz) +¢° (qw - ((1]) ) pl(z) = p*(qz) +¢° (qaf - (?) )

7

0 ) p*(x) = ¢*(qr) + ¢ (q:v+

©*(z) = ¢*(qz) + ¢ (q:c +

Y

0
(2.9)
), 905(x)=906(qx)+901(qx+ (1) )

@O (x) = " (qz) + ¢* (qas - ((1)) ) o7 (2) = °(qz) + ¢° (qx - (é) )

0
0
pi(r) = ¢°(qz) + ¢* (qw +{

Soit ¢ (x) = ¥ (z) = ¢'(qx) — ¢° (qx - (?) > On fait donc une rencontre inattendue

en essayant de trouver une ondelette de type Haar. En effet, les résultats ci-haut nous
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montrent qu’il existe un ensemble D € R? telle que xp est une fonction d’échelle d’une

AMR (définie d’'une maniére analogue que dans ’AMR en 1 dimension ) produisant

ainsi une ondelette de Type-Haar comme une différence de deux ensembles disjoints. Le

systéme

{D!DyTiip(x) : J € Z,b € Bk € Z°}

(2.10)

est donc une base orthonormée pour L?(R?). La fonction v est une différence de fonctions

caractéristiques appropriées normalisées de triangles disjoints. Notre fonction échelle ¢

est, clairement, beaucoup plus simple que «twin dragon» qui est associé¢ au systéme affine

classique associé a la matrice quinconce {Dng :j € Z,k € Z*} et cela est vrai pour les

ondelettes correspondantes.

Les ensembles {DyT},,b € B,k € Z*} et {T.Dy,b € B,k € Z?} sont identiques puisque

les matrices b € B ont des entrées entiéres et detb = 1.

On peut donc définir la fonction vectorielle :

Dy, P’

e

| D) \o
P(x) = ' (gr) — ¢° (qx - ((1)) > Ui (z) = p*(qr) — ¢° (qw - (?) )
V*(x) = p*(gr) — ¢° (qw + ((1)) > VP (x) = p*(gr) — ¢ (qw - ((1)) )
V() = ¢*(q) — ¢ (qx + (?) ) ¥(x) = ¢°(gr) — ¢ (qaf + ((1)) )
P(x) = 9" (gr) — ¢ (qw - (é) ) PT(x) = ¢°(gr) — ¢° (qx - ([1)) >

On a donc que

{DID\T}p: J € Z,be Bk € 2y ={DIT,V : J € Z,b € B, k € Z*}.

est une base orthonormée de L?(IR?).
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2.3.3 Exemple 2 et observations générales

Ici nous présentons les idées de base d'une autre construction similaire. Nous ne seront
pas les développer de maniére détaillée comme nous I'avons fait ci-dessus.
Soit donc p = % (\}3 _I/§>, représentant la rotation d’angle 3 dans le sens des aiguilles
d’une montre, normalisé pour produire det p = 2. Nous obtenons donc I’hexagone comme
le montre la figure suivante et soit Ry le triangle de sommets (0, 0); (‘/75, 0) et (\/Tg’ 3).
Dans cette exemple B = {p’;i = 0,...,5} et ses éléments transforment le triangle Ry

dans les triangles R; = p'Ro,i = 0,1,...,5.

(4]

Figure 2.3 Les ensembles échelles pour les 6 éléments du groupe engendrés par I’action
des éléments de B sur le triangle R [36].

0 3V3

Soit ¢ = %1(6 3 ) et soit I' = cZ% L’espace V; C L?*(R?) dans cet exemple

est un espace de toutes les fonctions constantes sur les I'-translatées des triangles

70



R; = p'Ry,i=0,1,...,5. Les translatées de 'hexagone de la Figure 2.3 par v € I" forment
une partition de R2. Soit ¢ = (\}3 _1/§> L’AMR que nous considérons maintenant est
générée par le systeme a dilatations composées {D; DT, : j € Z;i=0,1...,5;yv €'}
appliqué a la fonction échelle ¢ = axp, ot «v choisi telle que ||| = 1.

Les espaces V; sont obtenus par dilatation de matrice ¢’ de lespace Vj, en fait,

Vi = DgVO,j € 7. Décrivons I'espace V_; obtenu par ¢! R,.

La figure suivante montre I’hexagone original H et a I'intérieur , ’hexagone ¢ 1H. On
remarque que le triangle Ry est une union disjoint des triangles I; = p'ly;i = 0,1,...,5.

Clairement cela implique que V_; C V. A partir de cette figure, nous observons que

h il

{0.0)

Figure 2.4 — Domaines de l'ondelette fondamentale pour les 6 éléments du groupe [36].
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Ry = ¢ 'R U [C]_lRQ + (?)] [ Ry + (3
— ¢'Riug [R2+( )

Cette équation implique que

Xro () = Xg-1y (T) + X <R2+ (0

ou tout simplement
Xro(T) = X1o + X1ty + X111 + X1Ve

et le nombre des fonctions ondelettes génératrices dans W_; est donné la formule | det ¢| —

1 = 3. Nous avons donc trois fonctions qui engendrent le sous espace W_; qui sont

X1, — XII, T X110 — X1V}
XIo T X11o — X111y — X1IVp (2.13)
Xio — XII, — XIII, + XIV

les quelles nous notons par W' U2 et W3 aprés normalisation dans L?(R?). De ces ob-
servations , il s’en suit que W_;, complement orthogonal de V_; dans Vj, a une base
orthonormée {DpiT,Y\I]l 2j €Zyi=0,1,...,5;1 = 1,2,3}. Comme nous pouvons le voir

facilement, ¢! Bc = B, nous avons donc :
{D,T,:i=0,1,....5;yvel'} ={I,D, :i=0,1,...,5;7 €'},
et par conséquent,
{DyD,TV" :j€Zi=01,...,51=123~€el}={D,T,D,¥'},

est une base orthonormeée de L?(R?*). Comme dans 'exemple précédent, nous pouvons
affirmer que 'espace W, est générée par 3 x 6 = 18 fonctions Dpi\I/l,z' =0,1,...,51 =
1,2,3, par I'application du systéme affine {D,T, : j € Z,v € T'}.
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2.4 Approximation non-linéaire en plusieurs dimen-

sions

Comme nous 'avons discuté au début de ce travail, I'une des propriétés les plus im-
portantes des ondelettes en L*(R) est leur capacité de produire des approximations a
convergence rapide pour les fonctions lisses par morceaux. Cette propriété implique que
I’expansion en ondelettes est utile pour approximer efficacement la fonction f, puisque,
comme le décrit l'erreur de 'approximation non-linéaire vue en (1.35), la plupart de
la norme L? d’une fonction f peut étre compresser & partir d'un nombre de coefficients
de dilatation relativement petit et pas beaucoup d’informations est perdue en éliminant
ceux qui restent. Cette idée est a la base de la construction de plusieurs algorithmes de
compression des données par ondelettes, comme JPEG2000 [47].

Une autre implication importante, peut-étre moins évidente, des propriétés de I'approxi-
mation en ondelettes est le probléme classique de débruitage de données. Supposons que
nous voulons pour récupérer une fonction f qui est corrompu par un bruit blanc Gaussien
de moyenne nulle et de variance o2. Supposons que f,, désigne la fonction bruyant. Dans
ce cas, Donoho Johnstone et [19] ont démontré qu'’il existe une procédure trés simple et

trés efficace pour estimer une fonction f. Il s’agit, essentiellement de :
1. le calcul de I'expansion en ondelettes de f,,,

2. Mettre a zéro les coefficients en ondelettes de f,, dont les valeurs absolues sont en

dessous d’une valeur fixe (qui dépend o?),

3. le calcul d’un estimateur de f en tant que reconstruction a partir des coefficients

d’ondelettes de f, qui ont pas été mis a zéro.

Il s’avére que la performance de cette procédure dépend directement du taux de décrois-

sance de l'erreur de I"approximation non-linéaire [19].
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Les observations ci-dessus soulignent I'importance fondamentale des propriétés d’ap-
proximation en ondelettes unidimensionnelles par les applications. Malheureusement,
comme on le verra plus en détail ci-dessous, la situation en est différente en plusieurs
dimensions, ot la généralisation multidimensionnelle standard des ondelettes dyadiques
ne conduit aux mémes type de propriétés d’approximation comme dans le cas unidimen-
sionnel. Dans la suite, nous limitons notre attention a n = 2 (cas n > 2 sont similaires).
Rappelons que, dans la dimension n = 1, pour atteindre une bonne approximation,
nous avions besoin d’ondelettes ayant les supports compacts et ayant suffisamment de
moments nuls. En dimension n = 2 nous pouvons facilement construire un systéme
d’ondelettes orthonormées a partir d'une AMR unidimensionnelle avec fonction échelle
¢ et ondelette ¢, comme suit :

Definissons trois ondelettes 43 (2, 5) = d1(2)t1 (1), ¥O(2,) = tr (2)n(v), ¥O(z,) =
()1 (y), Alors le systéme

{pW(2,y) = 27912 (2 — K1), 27 (x — ka)) = 5, k1, o € Z,1 = 1,2, 3}

est une base orthonormale de L?(IR?). Ce systéme est appelé AMR a base d’ondelettes
séparable. Nous pouvons choisir clairement , 1) et ¢ a un support compact et avec R
moment nuls. Dans ce cas, en procédant de la méme maniére que dans le cas unidimen-
sionnel, si f € CE(R?) et || f]|or, alors le mi®™e plus grand coefficient d’ondelette en valeur

absolue satisfait a

Théoréme 2.6 Pour toute base d’ondelettes avec R moments duales non nuls, il existe

des constante C,Cy et L, pour ki,ky € Z et pour toute fonction f(z,y) avec dérivée

appropriée dans L?

loc *
[(F(2,), (2w = k)$(27y — k)2 < Cull fllorm™ 2, (2.14)
[(F(2,9), 6272 — k1) (27y — k)2 < Cull fllowm™FF2), (2.15)
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[(F(,9), 022 — k) (Y — k)12 < Col|fllenm ™), (2.16)

ot C = || Vgl 2 et Co = || V|7

Démonstration. Nous utilisons le résultat obtenu dans le premier chapitre ot nous
assommons que 1 est a support compact. C’est a dire qu’ il existe L > 0 tel que |z| >

L = ¢ (x) = 0 et définissons donc ¥(zx) pour r € N comme suit :

Vp(r) = /Lx t L (t)dt.

En outre, comme 1 a R moments nuls le support de U(z) est dans [-L, L] Vr < R. On

a donc que pour toute fonction f(z) € C* on a :

k+L

(@), (2 — k) = ﬁzi / ()W g () e
et donc que
y IWaleyay 15 v 1
(o) v@n =iyl < — R [V fo@pa] . @)

27

Corollaire 2.7 Pour toute base d’ondelettes avec R moments nuls et pour tout p > 1 k €
Z et pour toute fonction f(x,y) et a dérivée dans LY ., en utilisant 'inégalité de Holder

on obtient les inégalités (2.14)et (2.15)

En effet, on a :

ki+L ko+L

4 . [RGT s 27 o dR v
(). o@n—ko@y— k)| < — BR[| e Pdye]

27 27
ki+L ko+L
C]_ 2J 27 dR p %
D s Jous gl 0Pl
m D Jad i) koL X
27 27

N

en prenant p = 2 et m = 27 on obtient

[(f(2y), 92z — k) 2y — ka))| < [|fllenCim™ T2,
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De la méme maniére on on a que :

27 BY] R 1
(@), 02 — k)d(2y — ko)) < — 2 [ d

- - p
m_(R_;'_l_%) ‘d R (:C y)‘ dydl'

ki—L ko—L
27 27

en prenant p = 2 et m = 27 on obtient

(. 9), (@~ KOy — ko)) < Cll fllwm™ D)

Pour montrer I'inégalité (2.16), montrons le théoréme suivant :

Théoréme 2.8 Pour toute base d’ondelettes avec R moments nuls et pour tout p > 1 k €

Z et pour toute fonction Wf(:v,y) dans LV

loc -

k1+L ko+L
§ ¥l

dZR 1

Cs f(x,y)Pdyde]”

27
22j(R+1_2,)|: ki —L ko—L ‘dSCRdSCR
27 27

[(f(2,y), (22 — k)Y (27y — k2)) |12 <

ot 02 = H\IJR”%l/(l_%)'

Démonstration. Considérons

gly) = /fxy (2 — k)dx

k1+L
o 4R ;
- 2JR ﬂl_L dx Rf(x y)\IIR<2 T — k’)dm

alors

(flz,y), 02z = k)Y(2y —ka)) = (9(y),¥(2y — k»))

ko+L
1 27 dR
~  92Rj [CQL Wr(2y - kQ)d R
2J

7 dR ;
% /kl—L dny(x y)\DR(Z €r — kl)dwdy
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d2R . , e, .
Comme Wf(a:, y) et Wg sont absolument intégrables, nous pouvons différentier sous

le signe intégrale :

1 ki+L ka+L
. . 27 27 . ~ .
<f(5U,?/)a ¢(2J5€ - k1)¢(2jy - k2)> = W ez Jip-r ‘I’R(QJJU - /ﬁ)‘I’R(ij - k2)
dQR 2. 2
Wf(% y)dydﬂf-

En appliquant 'inégalité de Holder, on obtient

ko+L

j j H\DRH;/Q,%) kl;JrL 57 d2R ) %
(f(2,y), (D a k) (2 y—k2>>|<m[ / o gl ) dydz|

27

(2.18)

en prenant p =2 on a

[(f (@), (20— ky)p(2y — ka))| < Co fllemm ™20,

pour m =27 et Cy = || Ug|3,. =

Théoréme 2.9 Pour toute base d’ondelettes avec R moment non nuls et pour tout p,q >
0, toute fonction f(x,y) a support compact dans [0,1]* et a dérivée mixte %f(x, y) €

LP

e Pour N >0 peut étre approzimée par la fonction fy telle que :

d2R
- P < N_R )
1f = fnllee < Cy ”dszny(x y)l|

ot fn n’a pas plus que N coefficients non nuls dans I’expansion sur la base d’ondelettes,
et

2

p

)l092>2Jr '

Cu— Co23 L 6]1, x (1 s

= BN
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Démonstration. Posons

¢k = ¢($—]€1)¢<Qf—k‘2) (kl,k2)€Z2, (219)
ik = V(2 —k)Y(2My — k), (J1,52) € 23, (ki ko) €22 (2.20)
a; = (fdn), (2.21)
Biw = {fidir), (2.22)
17l = J1+ 2 (2.23)
d2R
D = IIWf(x,y)lle (2.24)
Cy = (2L)7Ch. (2.25)

De [50], il découle que Perreur de I'approximation non-linéaire est alors donnée par :

o0

If = fulle, < 3%

Jj=jo+1

1 = J

= GE)FolLD Y, —?
j=jo+1 2]+Tp]0+

d2R

1
D .
2 ]

< Gs(29) 7))l 27 N

gl @)l

R+1 R+

1. .
L+ Grrmirygs ) € 6 = CoD(20)3 /2% 302 [50],

N _ 2
oury = (R;)10g2<
2

2
En tenant compte que v < (1 + m) on a

2R

dxfdyht

1 2 _ —_
1f = fvlle, < Coy' 7 lgllL, 27N [ ),

dZR

dzFdy®r

243 P
= Cof1+ M0l 28N | )

2
(R — }D) log2>

En fin on obtient
d2R

_ < N~ E
||f fNHLq Cy “dZL'RdyR

f(@,y)llL,
donc

If = fxllz < CNT2E f (2, )5
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Cependant, alors que dans le cas unidimensionnel les propriétés d’approximation en
ondelettes ne sont pas affectées si la fonction f posséde un nombre fini de singularités
isolées, la situation est maintenant trés différente. Examinons, par exemple, 'approxi-
mation en ondelettes de la fonction f = xp, ot D € R? est un ensemble compact
limité par un contour fini de longueur L. Considérons en particulier les coefficients
d’ondelettes associés a la frontiére de la région D. Comme f est bornée, ces coefficients
d’ondelettes sont d’ordre |(f, \Ifﬁlkz)] « 279, En outre, comme la frontiére de D est de
longueur finie et que les ondelettes ont des supports compacts, a chaque échelle j il y
a a peu prés L27 ondelettes a support recouvrant la frontiére de la région D. Il résulte
de ces observations que le N®™¢ plus grand coefficient d’ondelettes dans cette classe est
borné par C(L)N~!. Ceci implique que le taux d’erreur d’approximation non-linéaire
est seulement d’ordre O(N~1). Par conséquent, il existe un grand nombre de coefficients
d’ondelettes significatifs associés au degré de discontinuité de la fonction f, ce qui réduit
le taux d’approximation en ondelettes. La raison de cette limitation de ’AMR de bases
d’ondelettes séparables en deux dimensions est le fait que leur supports sont isotropes
(elles ont supports sur un carré de la taille «~ 277 x 277 ) de sorte qu’il y a beaucoup
ondelettes chevauchant les points de singularité produisant ainsi des coefficients de

dilatation importants.

Pour résoudre ce probléme et produire de meilleures approximations des fonc-
tions lisses par morceaux en plusieurs dimensions, on doit considérer les systémes de
multi-échelles alternatives qui sont plus souples aux représentants aux caractéristiques
anisotropes. Plusieurs constructions ont été introduites, a commencer par les wedgelets
|18] et ridgelets [6]. Parmi les constructions les plus réussies proposées dans la litté-

rature, les curvelets [7] et Shearlets (Ondelettes de Cisaillement) |24] atteignent cette
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flexibilité supplémentaire en définissant un ensemble de fonctions analysantes allant
non seulement sur différentes échelles comme ondelettes traditionnelles, mais aussi sur
diverses directions et avec des supports hautement anisotropes. Comme résultat, ces
systémes sont capables de produire des approximations (non-linéaire) des fonctions C?
continues par morceaux en deux dimensions pour lesquelles la décroissance de l'erreur
d’approximation non-linéaire est d’ordre N~2, ce qui est, comme si les fonctions n’avaient
pas de discontinuités.

Pour donner une meilleure idée de cette approche et montrer comment le mécanisme
d’ondelettes peut étre modifié pour obtenir ces types de systémes, nous allons briévement
décrire la construction des Ondelettes de Cisaillement (OC) en deux dimension, celles-ci
sont, étroitement liées aux ondelettes avec dilatations composées. Ici, nous allons esquisser

seulement les idées principales et les idées générales sont référencées dans [24] et [26].

2.4.1 Systéme d’ondelettes de cisaillement (OC)

La théorie des ondelettes a dilatations composées introduite précédemment fournit
une approche particuliérement efficace pour combiner la géométrie et de 'AMR. En

dimension n — 2, nous considérons le systéme affine avec dilatations composées
{DIDYTb () = Wjan(w) = |det(Ma)| "2 (Mz — k) : jl € Zk € 2%} (2.26)

0 [
ou les matrices a = ¢ 1]etb= L1 et My =a.b= ¢ C; . Les éléments de ce
0 c2 01 0 c2

systéme forment un cadre de Parseval de L?(R?). Cest a dire :

DI (@) = 1IFI17,

j7l7k“

pour tout ¢ (z) € L*(R?).

80



Dans cette approche, a est une matrice de dilatation et ses puissances entiéres pro-
duisent, des dilatation anisotropes, plus précisément des dilatations anisotropes parabo-
liques, étant donné que les facteurs de dilatation croissent d’une maniére quadratique
dans une coordonnée par rapport a l'autre. La matrice de cisaillement b est associée
a des transformations géométriques, comme nous allons le voir, ses puissances entiéres
controlent les orientations des éléments du systéme. Cela permet de construire des cadres
de Parseval dont les éléments vont non seulement a différentes échelles mais aussi a des
diverses orientations. Ici, nous prenons un exemple particulier d’ondelettes a dilatations
composées dans L*(R?), appelées Ondelettes de Cisaillement. Celles-ci sont des collections

des fonctions de la forme (2.10) ot a = (4

0 2) est une matrice de dilatation anisotrope

et b= ((1) 1) une matrice de cisaillement.
Pour tout & = (§1,&) € R2, & # 0, soit QZ(f) donnée par

oit P, 0y € Co(R), suppyy C [~1, 3]\ [~ ] et suppty C [~1,1]. Cela implique
que 12)\(5) est C° et est a support compact telle que supp{/)\ C [—%, %]2 De plus nous

prétendons que

1
> (277 pour €] > 2., (2.27)
7=0
et que pour chaque 57 >0
271
3 Wa@E—DP =1 pour |¢] <1
1=2-7
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227 2]

Comme a’bl = ( 0 93

), nous avons dans le domaine de Fourier (fréquentiel)

k(€)= 277 (EaIy — k)

_ 2—%6—2i7ra_jb_jk57$(§a—jb—j)

3J

_ 2_76—2iﬂa*jbflk§$(2_2jfl, 2_j£2 - 2_2j€1l)
2776 — 272631

3

—3 _9ima=Ib—lke —27 >
= 273 e BTN TRGY (272 € )by 2 %g, )
—31  _2ira=Ib"lke —27 i §
— 27 % Ay, (9 2351)w2(23§—2— ).
1
De cette derniére expression, on a que
&2

Tian(€) € {61.6) € R 16 € (2L 2\ [, |2 <2,

Donc les éléments 1);;; ont des supports trapézoidales, de dimensions approximatives

2% x 27 orientés le long des lignes de pente [277.

La derniére expression montre que les supports de la fréquence des éléments du
systéme OC sont de plus en plus allongés a des échelles fines (quand j — o0) et
orientables, avec une orientation contrélée par l'indice [. Ces propriétés montrent que
les OC sont beaucoup plus souples que les ondelettes "isotropes” et expliquent pourquoi
elles peuvent obtenir de meilleures propriétés d’approximation pour les fonctions lisses
continues par morceaux. On trouve des propriétés similaires pour les Curvelets et
peuvent étre étendues a des dimensions supérieures. Comme indiqué ci-dessus, OC et
Curvelets sont parmi les moyens mis en place au cours de la derniére décennie pour

étendre ou généraliser les ondelettes.

Nous rappelons également la construction en Bandelettes [42]; ces systémes amélio-
raient les approximations pour les fonctions f € C%, (a > 2) continues par morceaux
en utilisant une construction adaptative. La référence [41] donne une description de ces

systémes en plusieurs dimensions.
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Figure 2.5 Les supports de fréquence des éléments du systéme d’OC sont les paires de
régions trapézoidales définies a différentes échelles et orientations, dépendant de j et [,
respectivement. La figure montre les supports de fréquence de deux éléments représenta-
tifs : la région plus sombre correspond a 5 = 0, [ = 0 et la région claire a j =1, [ =1
17]

2.4.2 Exemple de construction de v et

Ici, nous nous referons a [24| pour montrer un exemple de construction des fonctions

11 et 1)y satisfaisant au propriétés ci-haut citées.

Pour construire 1y, soit une fonction impaire h(t) € C*° a support dans ( — %, %),
§

satisfaisant & [ h(t)dt = % et définissons 6(§) = [ h(t)dt. Alors on peut construire une
R —00

fonction lisse

sin (0(]¢]) — 3) sio5 <€)< 3,
b(€) =19 sin(Z-0(8 -1) si 2<¢<,
0 atlleurs.



il découle des hypothéses que nous avons faites ( [31], Sec.1.4 ) que

OOlH

ZbQ e =1 pour [£] >

j=—1

Posons maintenant u?(&) = b%(2€) + b?(€). 1l s’en suit que

S = 3R ~ 1 pour [e]>

J=0 Jj==1

Wl

Finalement, soit ¥, définie par ¥, (&) = u(5¢). Alors suppiy € [— 3 -5 UlE 3]

1
et ’équation (2.27) est satisfaite. Cette construction est illustrée par la Figure 2.6 (a).

Pour la construction de 722(5), nous considérons d’abord une fonction a bosse lisse
fi € C®(=2,2) telle que 0 < f; < 1 sur (=2,2) et f; = 1 sur [—1,1] ( voir
[33] , Sec. 1.4). Ensuite, posons f, = V1—ef. Alors ( dans le sens de la limite a
gauche) f»(0) = 1, fQ(k)(O) pour £ > 1let 0 < fo < 1 sur (—1,0). Définissons donc
ft) = fi(t — 1) fo(t — 1), pour t € [—1,1]. Il est facile de voir que f*)(—1) = 0 pour
k>0, f(l) =1,et fO(1) =0 pour k> 1
Soit g(t \/m Puisque g¢(t) = eﬁ, pour (2,3), il s’en suit que

lim ¢ )(t) =0, pour k£ > 0. Finalement, définissons

~ f&) st £el-11),
Ua(§) = q 9(&) si $€[1,3],

0 atlleurs.

Alors 1, € Ci°(R), avec suppihy € [—1,3], et

W) +Y3(E+1) =1, £e[-1,1]. (2.28)
De ’équation (2.28), il s’en suit que, pour tout j > 1,
27 -1 R
D 1= DIP, pourlé| <1
=—23

La fonction ty est illustrée dans la Figure 2.6 (b).
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ba(w)

Figure 2.6 - (a) La fonction ]@1(5)]2 (trait plein), pour £ > 0; le coté négatif est sy-
métrique. Cette fonction est obtenue, aprés mise a I'échelle, a partir de la somme de la
fonctions fenétre b?(€) + 0?(2£) (lignes pointillées). (b) La fonction (&) [24].
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CHAPITRE 3

Les Ondelettes continues

3.1 Notation et définition

Dans cette partie, nous adoptons la convention que x € R” est un vecteur colonne,
o
cestadirex=| : | et que & € R™ est un vecteur ligne, ¢’est a dire £ = (51 §n)
Tn
Nous considérons aussi les deux opérateurs sur L*(R") :

e Les Translations T, : (T, f)(z) = f(x —y), Yy € R,
e Les Dilatations D, : (Dof)(z) = | deta| 2 f(a'z), Va € GL(n,R)
Rappelons qu’une suite dénombrable {u;};c; dans un espace de Hilbert H est un cadre

de Parseval pour H si et seulement si
DLl =IIfIP vien
iel
Ceci est équivalent a la formule
F= (f VfeH
iel

86



ol les séries convergent en norme dans H. Cela montre qu’un cadre de Parseval est une
représentation de type base méme si un cadre de Parseval n’a pas besoin d’étre une base

en général.

3.1.1 Groupe général affine

Le groupe général affine sur R™ que nous notons ici G = GL(n, R) x R" consiste en

tout les pairs (a,t) € G ( muni du produit topologique ) avec opération de groupe
(a,t).(a',t) = (ad’, ()t +1);Y(a,t) € G.
Sur R", cette opération est associée a l'action
r — a(x +t).

Soit
N={(a,t) e G|la=1,t € R"}

et soit D = {(a,t) : a € D,t = 0} un sous groupe fermé de GL(n, R). Nous considérons

le sous groupe H donné par
H={(a,t) :a€ D,t € N}.

Dans la suit, nous nous référons & N comme groupe de translations et & D comme groupe

de dilatation de H.

3.1.2 Mesure de Haar

Tout groupe localement compact H peut étre muni de mesure qui jouent le méme

role que celui joué par la mesure de Lebesgue sur R [49]. Plus précisément, on montre
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que (voir |29] par exemple ) qu’il existe deux deux mesures g et up sur H, appelées

mesures de Haar a gauche et a droite respectivement, telles que :
dpa(g -9) = dua(g),¥g € H,
dup(g-9') = dun(g),Vg € H,

et sont uniques avec cette propriété (a facteur multiplicatif prés). ug et up sont en général
différentes. Si ug = pup, on dit que H est un groupe unimodulaire. En particulier si H

est compact, il est automatiquement unimodulaire et

/duc(g) < 0.

H

Dans notre cas (groupe affine & n dimensions),

dug(a,t) = dug(a)dug(t) = ——

dup(a,t) = dup(a)dup(t) = da—.

Soit donc une représentation unitaire 7 de H sur L*(R") définit par

(Tan®)(@) = |deta] 29 ((a,t) " x)
= |deta| 2g(a e — 1) = (),

pour (a,t) € H. Les éléments de {¢,+(x) : (a,t) € H} sont des systémes affines d’onde-

lettes continues par rapport a H.

3.2 Ondelettes continues

Dans cette section, nous abordons les ondelettes continues en une dimension en in-

troduisant les groupes associés a elles. Soit G un groupe affine associé a R. C’est a dire
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que G est un ensemble d’éléments (a,b) € R x R, a # 0, avec I'opération
d
(¢,d).(a,b) = (ca,b+ —)
a

Pour ¢ € L*(R) posons

L L)) = plx).
(7:¢) () —mws (@) = Yap(2)

3.2.1 Transformée en ondelette continue en 1 dimension

Pour toute fonction f € L*(R), la transformée en ondelette continue associée a 1,y

et GG est définie par

Wa @)s) = (Fthar) = / F@ T

J\? / fo — Vil / Fl)d(a)emede.

Vu du coté spatial x, (W, f(x))(s) renseigne sur la fonction f autour du point b dans un
voisinage de taille «~ a et du coté fréquentiel &, (W, f(z))(s) renseigne sur la fonction 13
autour de la fréquence % Ici le terme continu se référe a la continuité des translations
par b € R plutot que les dilatations a. On peut voir donc la transformée en ondelettes

continues comme un produit de convolution, pour a fixé

Wof@)s) = = [ F@)o(ED)da (31)
f 1) (b)

—~

ol 9, = ﬁw(— ).



3.2.2 Condition d’admissibilité

Dans cette théorie, 'objectif est de trouver une condition sur la fonction 1 telle que
1913 = [ 1Wef@)Pdua(s) = [ 14F,bus) Pdiolat 32)
G G
pour toute fonction f € L*(R™). Ici, pue est une mesure a gauche de Haar sur G. De
I'équation (3.2) on obtient 'égalité

(f. ) = / (F ) (Yo gV (a, )

G

pour toute fonction f,g € L*(R). Cela nous donne la formule de décomposition

Fl@) = [ tuadbustic(s) = [Woh)mm)@uc(ed).  (3)

G G

En se référent a la condition de Caldéron ( voir [5] ) on obtient que 1 doit satisfaire la

condition d’admissibilité ( la démonstration sera donnée dans la suite )
,da
PEPT =1 ppeer (3.4)
0

La fonction 1 est appelée une ondelette continue, si elle satisfait a I’équation (3.4) et

(Wyf(x))(s) = (f,1ap) est la transformée en ondelette continue de la fonction f.

3.3 Transformée de Fourier, transformée en ondelettes

continues en plusieurs dimensions
Nous utilisons la formule de transformée de Fourier en plusieurs dimensions

— 1 ~

Flan)©) = (gl
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et en posant g(z) = ¥ (a"'z) dans la suite, la transformée de Fourier correspondant a

T(a,t) est

(Tany®)"(§) = /|det a|_%¢(a_1x — t)e 2

R

/ ’ det aliéw(&il(l’ o at))efﬁﬂﬁ(a:ft)dw _ / ‘ det&‘fég(m _ at)e*%’r&dm

R Rn

6—2i7r§~at| deta|_% /g(x)e_%”gmdx _ 6—2i7r£.at| deta|_% /w(a_lx)e_2”5’”dx
R™ n

= e el deta]_% O(a7TE) = | detalzp(aTE)e 2,

1
| det a1
Pour toute fonction ¢ € L?(R"), la transformée en ondelette continue W, associée a v

dans H est I'application définie par

frr Waf)(at) = {(f ) = | detal / f(@)dlaTz — Dz

— |deta| /f —T{ —2z7r$atd£

et celle-ci transforme f € L*(R™) dans l'espace des fonctions définies sur H. S’il existe

une fonction v telle que, pour tout f € L*(R)", la formule

;= / U Vo) ey dia(as ) (3.5)
H

est produite, alors 1 est une ondelette continue par rapport a H. La formule (3.5) est

une généralisation de la reproduction de la formule (3.3) vue ci-haut.

3.3.1 Condition d’admissibilité

Introduisons D, un sous groupe fermé de GL(n,R), et soit donc
H ={(a,t) :a € D,t € R"}
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un sous groupe fermé de G.

La mesure de Haar a gauche sur H est le produit des mesures dA(a,t) = dug(a)dt o
e est la mesure a gauche de Haar sur D. Dans le cas spécial ot D est un sous groupe
discret de GL(n,R) tel que {v’ : j € Z} pour tout u € GL(n,R), nous pouvons prendre
(4 comme une mesure dénombrable sur D.

Dans ce qui suit, nous cherchons la condition sur D et p pour laquelle la restriction de

Wyf & H est une isométrie de L*(R™) dans L*(H,d)). En effet §'il existe une fonction

1 € L*(R") telle que pour tout fonction f € L*(R™) on ait la formule :

;= / F, ) nsdpi(a, ). (3.6)

Alors ) est une ondelette continue par rapport ¢ D . Comme on le montre dans [5], le
théoréme suivant établie la condition d’admissibilité pour la fonction v satisfasse I’équa-

tion (3.6).

Théoréme 3.1 [ ’égalité (3.6) est valide pour toute fonction f € L*(R™) si et seulement
si, pour £ € R"\ 0 [4]

— [ 10a ") Pdneta) 1. (3.)

Démonstration. Nous supposons que (3.7) est satisfaite. Alors on a :

Wollisns = [ [ 1 badPaiduo@ = [ [ | [ Ferfareems | actalitdnoo

D R» D R®» Rn

_ / /\f 0(aT)" (o >\2|dew|dt)dua<a>

- / / F©RID(aTe) Pdednala / FOPE = 1/ 122qen)

D Rn»

Cela nous montre que Wy, : L*(R") — L?(H,d\) est une isométrie. m
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Nous pouvons donc écrire que pour toutes fonctions f, g € L*(R™) nous avons

Wy f, Wog) 2y = (W f)" (Wpg)™) 2y 2/(W¢f)A(W_wg)Adﬂ(a7t)

D R’»
= [4©). T = (1. 9o,
R
Dans le cas spécial ou D = {al,,a > 0}, ou I, est une matrice identité n x n et

d,(al,) = %, Vexpression (3.7) se réduit a la condition classique de Calderdn [4]

[ 1dtcarst =1 (5.5)

qui est facile a satisfaire. En effet, quand n = 1, I’ensemble
{g € L*(R) : cg satisfait (3.7) pour ¢ >0}

est dense dans L?*(R) ( On obtient les mémes résultats quand n > 1 ). Lorsque D = {u/ :

Jj € Z} pour u > 1, on peut montrer que si

{wuj,k : .jv S Z} (39)
est un carde de Parseval, alors ¢ est aussi une ondelette continue par rapport a D.

Inversement, (3.8) est une condition nécessaire mais pas suffisante pour que {t,; :

J, k € Z} soit un cadre de Parseval.

3.4 Caractérisation de régularité locale des fonctions

Pour ¢ € L*(R"), la transformée en ondelette continue modifiée Ww associée a 1) et

A G est définie comme

(Wof)at) = (Wef)(a,a™'t) = |detal 4 / f@Pla @ —D)dr  (310)
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et transforme ainsi f € ?(R™) dans l'espace des fonctions sur G = D x R™. Les modifica-
tions ci-dessus découlent de I'utilisation de la fonction d’analyse |det a|~2e(a™(x — t))
au lieu de ]deta]*%¢(a_1x — t), et simplifient le probléme d’estimation des propriétés
de décroissance asymptotique de la transformée en ondelette continue. En effet, pour
G =D xR" ouD = {al, : a> 0}, considérons la transformée modifiée en ondelettes

continues

(WoF)a,t) = (Wyf)aly,t) = a % / f(@)b(a (@ — B))d. (3.11)

Une propriété fondamentale de cette transformation est son capacité de caractériser la
régularité locale des fonctions. Pour démontrer cette théorie, nous introduisons la notion

suivante.

3.4.1 Reégularité Holderienne

Dans cette sections nous nous inspirons de [49] et nous montrons un peu plus précisé-
ment comment 'analyse par ondelettes a été utilisée pour caractériser certaines proprié-
tés de régularité des fonctions. Nous allons concentrer essentiellement notre attention sur

I’exemple classique de la régularité hélderienne.

Régularité globale

Nous décrivons les propriétés de régularité holderienne globale facilement caractéri-

sées. Soit 0 < a < 1. On introduit I'espace de Holder homogéne :
={f:R—>C,3 C<oo tel que:|f(z)— f(y) <Clr—y|* Vr,yec R}

La méthode classique pour caractériser de telles fonctions repose sur la transformée de

Fourier. On peut en particulier montrer que si f(x) est une fonction bornée telle que de
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plus
1R+ 1erde < o

R
alors f € A*. En revanche, la réciproque est en générale fausse.

Pour l'analyse en ondelettes, nous verrons que 'on obtient les résultats similaires.
Le résultat suivant procéde de la méme philosophie que le précédent. Il caractérise la
régularité d’une fonction (c’est a dire 'exposant « ) par la vitesse de convergence de a
synthése a partir de fonctions réguliéres(ici, des ondelettes, plus haut des exponentielles

complexes)

Théoréme 3.2 Soit ¢(x) € L*(R) une ondelette.

1. Si 1) est telle que

/(1 2] (z)d < oo.
R
Alors Vf € A, |(W¢f)(a,t)| = |{f, Yap)| < Kla|*t2 pour une constante positive

finie K.

2. Réciproquement, si l'ondelette 1(x) est vérifié :

/sup W' (u + 8)|du < oo

o<1
et si |(W¢f)(a, ) = [{f,10as)| < Kla|**2 pour une constante positive finie K, alors
f e

Démonstration.

1. Soit f € A“. Alors, puisque ¥ (z) est une ondelette et donc d’intégral nulle, cela

implique que [ (x)dz = 0, alors
R

(Wyf)(at) = (f,0ap) = |a] 2 /(f(f) — f(wo))(a=t(z —t))dx

R
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alors en utilisant un changement de variable v = a™!(x — t), nous obtenons

(e < lal? / Ol — 2ol [(a™(z — 1))|da

R
= ol al / Clay + (¢ — o) |(7)dy
= Clat / by + (¢ — 20)| (1) |y
R

= K |a|a+%.
. Supposons qu’il existe maintenant une constante K telle que 'on ait

(W £)(a, )] = |{f, Yap)] < Ka]**2.

On a donc, en se rappelant que la transformation en ondelettes peut s’écrire (3.1)
(W f())(s) = (f * ¢a)()
da

fo)— fly) = /[f*zz?a*@) ot ) 2

|z—y| B J— a
= [Tl £ e T

0 N - da
+ / [f * Vg x g(x) — f*¢a*¢a( )] :

z—y|

La premiére intégrale s’estime :

|z—yl JU— - —  da |lz—yl - — da
[ ) = e BT < A [ )

|z—y| d
< 2H¢a|K/ e

< K[’x — ’a+2.
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Et la seconde :

|/| [ () — % )]

z—y|

< / N ! [l — )~ aly — DIV ) (e, 8)|
/wu—“ o (o0) du 2

Ix y\ a

<K ao‘_’|x y|/sup]w u+9)|du
|lz—yl

6<1
+
NS K[[|ZL’ — y| 2,
En réunissant les deux estimations, on obtient :

f(z) — f(y)] < K'|x — y|o*

qui achéve la démonstration du théoréme.

Cela montre que, au point ¢t = z(, la transformée en ondelette continue de la fonction
f décroit (au moins ) de a®*2 quand a —» 0. De méme, soit n < o < n+ 1. L'espace de

Holder homogeéne correspondant est
A= {f:R=C,3 C <oo,Px)
polynome de degre < n,|f(x) — P(x —y)| < Clz —y|* Vz,y € R}.

Si f(z) € C™"(R), alors P(x — y) n’est autre que le développement de Taylor de f(x)

d’ordre n.

Pour analyser de tels espaces, il est nécessaire d’utiliser des ondelettes possédant
un nombre plus de moments nuls. En effet, en utilisant des techniques en tout points

similaires & la précédente, il faut annuler la contribution de P(x — b), c’est a dire écrire
[ H@ita @~ ) = [ (@) - P~ 00— )
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ce qui est fait en supposant

/xkl/)(x)dxzo V kE=0,---,n.

Ainsi peut-on dire que, dans un certain sens, I'ondelette ne voit pas les premiers termes
réguliers de f(z) et analyse uniquement la partie singuliére. Pour la deuxiéme partie
du théoréme, elle se généralise en faisant I'hypothése de régularité supplémentaire sur

I'ondelette.

Exemple 3.3 5ila fonction f a un point de discontinuité au point xq, alors nous pouvons
. , . 1
montrer que sa transformée en ondelette continue décroit de az, quand a — 0, et on a

les propriétés similaires en plusieurs dimensions (voir [51] ).

Régularité locale

Nous avons vu comment caractériser la régularité hilderienne globale des fonctions
avec la transformée en ondelettes. Mais la transformée en ondelettes étant une méthode
que I'on peut qualifier de locale, elle permet aussi d’étudier les propriétés de régularité
locale des fonctions. Prenons I'exemple de la régularité holderienne. Nous allons voir
comment caractériser « presque caractériser » les exposent de Holder locaux des fonctions
a l'aide de la transformée en ondelettes. Dans ce but, nous dirons que f € Ag , §'il existe

une constante K telle que V € R
|f(zo + h) — f(xo)| < K|h|*.

On obtient alors le résultat suivant, qui est une version locale du Théoréme 3.2. Si f
posséde une certaine régularité ( ici 'exposant a ) en un point zg, sa transformée en

ondelette va avoir le méme comportement que précédemment par rapport a la variable

d’échelle [49].
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Théoréme 3.4 Soit f € A% et ip(z) € L'(R) tel que

/ () () < o,

Alors il existe une constante C' telle que
(Wyf)a,t) = (f,Yap) < Cla® + [t — xo]*).

Ainsi, on trouve 'exposant en étudiant le comportement de la transformée en ondelettes a
travers les échelles. L’information supplémentaire, a savoir le coté local du comportement

holderien, se trouve dans le terme en O(|t — x¢|%).

Démonstration.
K%ﬁ@Mzwwmlzl/ F(a0) )

< 7 [z =" + [t — zo[*[tp(a~ (z —1))dx
R
d’on

(W f)(a,t)] < Kya® + K|t — xo|®

avec

Ko = K [ Jap o o)lds
Ko = K[l

ce qui conclut la démonstration. m

En revanche la réciproque est en générale fausse, mais vraie « a un logarithme prés »,
comme le montre S. Jaffard [35] et M. Holschneider et Ph. Tchamitchian [32]. Si la
transformée en ondelettes de f(z) satisfait aux estimations locales précédentes ( & un
logarithme prés ), ainsi qu’a une condition de régularité globale supplémentaire, alors la

fonction elle-méme est réguliére.
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Tandis que la transformée en ondelettes continues (3.11) est capable de décrire la
régularité locale de fonctions et de détecter 'emplacement des points de singularité a
travers sa décroissance a des échelles fines, elle ne fournit pas d’informations supplé-
mentaires sur la géométrie de 'ensemble des singularités. Pour atteindre cette capacité
supplémentaire, on doit considérer les transformées en ondelettes associées a plusieurs

groupes de dilatations générales comme on le montre dans la section suivante.

3.5 Transformée continue en Ondelette de Cisaillement

(0C)

Dans cette section, nous considérons la dimension n = 2. Soit M un sous groupe de

GL(2,R) des matrices de la forme

M:{masz(a _afs>:a>0,s€R} (3.12)
’ 0 a2

et considérons la transformée en ondelette continue généralisée correspondante

(Wof)(a,5.1) = (W ) (Many) = a3 / F(@)d0m(z — B)de,

ot a > 0,5 € R? et t € R% On vérifie facilement qu’on a la factorisation

(1 —s\ [fa a)
m(LS_ 0 1 O a% I

.. . . . . . a a .
ainsi, m, s est un produit d’'une matrice de dilatation anisotrope (O 1) et une matrice
az2

. 1 - , .
de cisaillement (0 1S>. Par conséquence, la fonction analysante
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Figure 3.1 — Support des OC Q/ﬁ\,w,t (Dans le domaine de Fourier ) pour différentes valeurs
de a et de s [38|.

associée a cette transformation range et controle différentes échelles, orientations, em-
placement par les variables a, s et t respectivement. En plus, pour & = (£,&) € R? et
&1 # 0, nous admettons que

3
&

Par conséquent, en utilisant la transformée de Fourier , on a

Gue) = a(o( (5 %) t)))()

D(&r, &) = 1 (&)l

= aie 2N (agy, Va(sé + &)
_ .3 72m£t{p\ (a§1)¢2<a %(% ))
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Ainsi la transformée en OS continue de la fonction f est

OC(f)(ar5.8) = (frbuns) = (F Duns) = / F O bamn€rde

— af / Fleybag)in (o (§1+5>> irl6) gg

= 5 FODhacn(a (£ +5))) 0.

1

3.5.1 Condition d’admissibilité

En s’inspirant du Théoréme 3.1, nous établissons de simples conditions sur la fonc-
tion 1 pour qu’elle satisfasse la condition de Caldéron conduisant ainsi a la formule de

décomposition (3.3).

Théoréme 3.5 Soit M donné par (3.12) et pour & = (&,&) € R?, & # 0. Soit aussi v

donnée par

D(€1,6) = ?ﬁl(fl)@z(g)-
On a
/|¢1 ay)| ——1 vE e R.
De plus

[42]l2 = 1.

Alors 9 satisfait (3.3) et, donc, 1 est une ondelette continue par rapport a G.

Démonstration. Comme on I'a démontré ci-haut on a m; & = (a1, Va(sé& + &)
Aussi, notons que la mesure a gauche de Haar sur les éléments de M est du(m,s) =

ds. Donc la condition d’admissibilité pour 1) est

&= [ [ oitag)Pliata 2 + )P (3.13)

R R+

|detm s|
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pour £ € R2. Or, par le Théoréme 3.1, pour montrer que 9 est une ondelette continue,
par rapport a G, il suffit de montrer que (3.13) est satisfaite. En utilisant ’hypothése sur

1 et 1), nous avons

AW)E) = / / 151 (a€) P1Ta(a3 (2 + o)L as

51 az2
R R+

/m o)l /wz a s s)ds)

- / 1n(at) Pd“

Ainsi, la transformée continue en OC est une application telle que pour chaque fonc-

tion f, on a
f={0C(f)(a,s,t) = (f,thase) 1a>0, s€R, teR*}
et ot les éléments analysants sont
{(Vase(@) = |det ma,| 20(my (z — 1)) :a >0, s € R, teR?)

forment un systéme des OC continues.

3.5.2 Caractérisation des points de discontinuités par les OC en

2D

[25]

Grace aux propriétés associées au groupe de dilatation M, la transformée en OC
continue est capable de détecter non seulement I'emplacement des points de singularité
a travers ses décroissances aux différentes échelles fines mais aussi I'information géomé-

trique de la singularité. Plus précisément, nous supposons que le contour de la région
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S, notée 0S5, est une simple courbe longueur finie L, lisse par morceaux, sauf peut-étre
pour un nombre fini points d’angle. Plus précisément pour définir ces points d’angle,
il est utile d’introduire un paramétrisation pour 9S. Soit «(t) le paramétrage de 05
par rapport au paramétre t. Pour tout ¢ € (O, L) et pour 5 > 0, nous prétendons que

lim = o/ (t;) et lim = a7 (t]) existent.
t—ty t—td

Soit aussi n(t~) et n(t*) les directions normales extérieures de 95 a «a(t) a gauche
et a droite respectivement ; Si les deux directions sont égales, nous écrivons simplement
n(t). D’'une méme maniére, pour une courbure de 95, nous utilisons les notations k(¢™)

et k(tT). Nous disons donc que t = a(tg) est un point d’angle de 95 si
1. o (ty) # +a'(t]) ou
2. a'(ty) = £a'(t]), mais que k(t7) # k(tt).

Quand 1. est vérifié, nous disons que t est un point d’angle de premier type et si 2. est
vérifié nous disons que t est un point d’angle de second type. De lautre coté, si «(t)
est infiniment différentiable a ¢y, nous disons que «(ty) est un point régulier de 05S.
Finalement, nous disons que le contour de courbe «(t) est continue par morceauz si les
valeurs de a(t) sont des points régulier V0 < ¢ < L, sauf pour un nombre fini de points
d’angle. Soit ¢t = «(tp) un point régulier et soit s = tan(6y), avec O(fy). Nous disons
que s correspond a la direction normale de 05 en t si ©(0y) = £n(ty). Nous pouvons
procéder de la méme maniére quand x(ty) est un point d’angle . Pourtant dans ce cas il
doit y avoir deux directions normales extérieures n(t;) et n(tg). On a donc le résultat

suivant.|25]

Théoréme 3.6 Soit B = xg, ot S C R? dont la frontiére S est une courbe lisse par

morceauxr

1. Sit & 0S, alors /WB(CI, s,t) a une décroissance asymptotique rapide, quand a — 0,
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pour chaque s € R. Ainsi, on montre que

lima N WyB(a,s,t) =0, VN > 0. (3.14)

a—0

2. Sit € 0S et dS est lisse dans le voisinage de t, alors WwB(a, s,t) a une décrois-
sance asymptotique rapide, quand a — 0, pour chaque s € R sauf si s = tanfy
et (cosby, sinby) est une direction normale a 0S au point t. Dans le dernier cas,
WwB(a, S, 1) ai, quand a —s 0. On montre que

lima~1WyB(a,s,t) = C #0. (3.15)

a—0

3. Si t est un sommet de OS et s = tanby ot (cosby, sinby) est l'une des directions
normales & la frontiere 0S au point t, alors W¢B(a,so,t) A a%, quand a — 0.
Pour tout autre directions, la décroissance asymptotique WwB(a, s,t) est plus rapide

et dépend d’une fagon complexe de la courbure de la frontiere de S au voisinage t.

La démonstration se trouve dans [25].

Notons que, par « décroissance rapide », nous voulons dire que, étant donné N € N, il
existe une constante C'y > 0 telle que \WB(CL, s,t)] < Ca”, quand a — 0. De tels résultats
sont vérifiés en plusieurs dimensions et pour les autres types d’ensemble de singularités.
Dans la définition de WwB(a, s,t) nous avons pris le produit scalaire de la fonction f avec
des OC continues Tthn(le. De I'autre coté, les OC discrets dans « Ondelettes en plusieurs

dimensions » transformée en OC continues sont liées aux propriétés d’approximation en

OC discrétes.
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Figure 3.2 — Région générale S avec une bordure lisse par morceaux 0S. La transformée
en OC continues de B = yg a une décroissance asymptotique rapide sauf si la variable
t est localisée sur le contour S et la variable de cisaillement s correspond a la direction
normale a l'instant ¢: dans ce cas WyB(a,s,t) « a%, quand a — 0. Le méme taux de
décroissance lente se produit au niveau des points d’angle, pour les directions normales

[25].
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CONCLUSION

Le nombre de chercheurs qui ont travaillé et travaillent sur les ondelettes sont tres
grand. Ce champ et ses applications sont énormes. Nous ne pouvons pas couvrir tous
les sujets qui sont les plus importants et intéressants dans ce travail. Nous ne faisons
aucune affirmation selon laquelle nous avons choisi de couvrir "le plus sujets importants"
sur ondelettes. Dans ce travail nous avons défini les ondelettes comme des éléments de
I'espace de Hilbert L?(R™). En fait, nous pouvons étendre les techniques d’ondelettes
que nous avons décrit a I'espace de Banach LP(R"™), p # 2. Comme d’habitude, le
goit pour 1 < p < 2 est tres différent de p > 2. On a montré que les roles joués par
R et le 1-tore T peuvent étre étendus a plusieurs dimensions. Il est bien connu que
’analyse harmonique portant sur (Z,T) s’étend au cadre (G, é) ou G est un groupe
abélien localement compact et G son dual. La théorie des ondelettes s’étend & (G, CA}) et
d’autres cadres abstraits. Les ondelettes continuent de stimuler et inspirer la recherche
active allant au-dela du domaine de I’analyse harmonique, ou elles ont été introduites a
I'origine. Pendant les années 1980 et 1990, la plupart de la théorie des ondelettes a été
consacrée a la construction des bases d’ondelettes "gentilles" et leurs applications au
débruitage et la compression, au cours de la derniére décennie la recherche en ondelettes
a été axée davantage sur le sujet des approximations dite "Sparse approximations".
Comme nous mentionné ci-dessus, plusieurs généralisations et extensions des ondelettes

ont été introduites dans le but de fournir de meilleures propriétés d’approximation
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pour les classes spéciales de fonctions ou I'approche la plus traditionnelle d’ondelettes
n’est pas aussi efficace. Cette recherche a stimulé I'enquéte de systémes de fonctions
redondantes (des cadres qui ne sont pas nécessairement serrés) et leurs applications en
utilisant des techniques provenant non seulement de l’analyse harmonique mais aussi
de la théorie d’approximation et probabilité. Le domaine émergent détection comprimé,
par exemple, peut étre considéré comme un procédé pour atteindre les mémes propriétés
d’approximation non-linéaire en ondelettes et leur généralisation par utilisation des
mesures linéaires définies selon une certaine stratégie intelligente.

Quelques idées fondamentales de la théorie des ondelettes, notamment I’AMR, ont
apparu dans d’autres formes dans des contextes trés différents. Par exemple, la théorie
des ondelettes de diffusion [13]| fournit un procédé pour I'analyse multi-échelle de
collecteurs, graphiques et nuages de points dans un espace euclidienne. Plutot que

d’utiliser des dilatations comme dans la théorie classique des ondelettes, cette approche

’ n

utilise 7 diffusion opérateurs " agissant sur les fonctions de I'espace. Par exemple,
soit T un opérateur de diffusion (par exemple, I’ opérateur de la chaleur ) agissant
sur un graphique (le graphique peut étre une discrétisation d’un collecteur). L’étude
des fonctions propres et valeurs propres de T est connu comme théorie des graphes
spectrale et peut étre considéré comme une généralisation de la théorie des séries de
Fourier sur le tore. L’idée principale de ondelettes de diffusion est de calculer le pouvoir
dyadique de 'opérateur 1" d’établir une échelle pour réaliser une AMR sur le graphique.
Cette approche a beaucoup d’applications utiles, car il permet d’appliquer les avantages
de PAMR d’objets qui peuvent étre modélisés sous forme de graphiques, tels que les
structures chimiques, réseaux sociaux, etc. Afin de décrire les applications plus récentes
inspirées par ondelettes, nous citons Coifman dans [11] p. 159 :

Au cours des vingt derniéres années, nous avons vu l’introduction des outils analytiques

pour le calcul adaptatif qui permettent aux transcriptions flexibles du monde physique.

Ces outils permettent & [’orchestration des signaux en constituants ( partitions musicales
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et mathématiques ) et ouvrent les portes 4 une variété d’implémentations numériques/ap-
plications en ingénierie et la science. Bien sir, je me référe aux ondelettes et différentes
versions de calcul en Analyse Harmonique. Les principaux concepts sous-jacents ces
idées impliqués 'adaptation de l’analyse de Fourier a [’évolution des géométries ainsi que
des structures multi-échelles des données naturelles. Ainsi, ces méthodologies semblent
se limiter a analyser et traiter les données physiques seulement. Remarquablement, les
dernieres années ont vu une explosion de l'activité dans [’apprentissage de la machine,
l'analyse des données et la recherche, ce qui implique que les idées et les concepts
similaires, inspirés par le traitement du signal peut transporter autant de puissance
dans le contexte de l’orchestration des données massives pour les ensembles en plusieurs
dimensions. Ces données numériques, par exemple, des documents texte, enregistrements
médicauzx, la musique, les données des capteurs, des données financiéres, etc., peuvent
étre structurées en géométries qui résultent dans [’organisation de mouvelles langages
et le renforcement des connaissances. Dans ces structures, la batiment de [’ontologie
hiérarchique conventionnel paradigme fusionne avec un mélange de l’analyse harmonique
et géométrie combinatoire. Conceptuellement ces outils permettent ['intégration des
modeles d’association locale dans les structures globales a peu prés de la méme maniére
que le calcul permettant la récupération d’une fonction globale a partir d’un modéle
linéaire locale pour sa wvariation. Comme il se trouve, de telles extensions du calcul
différentiel dans les champs de données numériques sont désormais possibles et ouvrent
la porte a la lutilisation des mathématiques a une enverqure similaire a la révolution
newtonienne dans les sciences physique sciences. Plus précisément, nous voyons ces
outils comme engendrant le domaine de [’apprentissage mathématique dans lequel les
données brutes considérées comme des nuages de points dans l’espace de parameétre en
plusieurs dimensions bien organisées géomeétriquement de la méme maniere que dans
la mémoire, simultanément organiser et relier les événements associés, ainsi que la

construction d’un langage descriptif.
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Nous allons illustrer trois exemples qui nous donnera une idée plus concréte de ce
que Coifman affirme ( voir aussi [12] ).
(A) Dans l'exploration pétroliére et I'industrie miniére, il faut décider ou percer ou
miner pour avoir la plus grande probabilité de trouver du pétrole, du gaz, du cuivre,
ou d’autres minéraux. Cela implique une analyse de la composition et la structure du
sol dans un certain région. De cette analyse, on pourrait trouver les propriétés qui
optimisent 'endroit ot ces ressources sont les plus susceptibles de se trouver.
(B) Supposons que nous voulons décomposer une grande collection de livres en sous-
classes de livres "similaires", par exemple, des romans, des livres d’histoires, des livres de
physique, des livres de mathématiques, etc. Peut-étre que nous voulons aussi d’attribuer
une "distances" entre ces sous-classes. Il est raisonnable que les distributions de beaucoup
de mots particuliers contenus dans chaque livre peut identifier les différents types de
livres afin qu’ils puissent étre affectés dans une sous-classe spécifique.
(C) Dans les diagnostics médicaux, des informations importantes peuvent étre tirées
a partir de l'analyse des données obtenues a partir, tests histologiques, chimiques,
radiologiques, et cela est important pour arriver a un stade de détection précoce des
tumeurs potentiellement dangereuses et d’autres pathologies.
Ce qui est surprenant est que 'analyse de ces trés différents types de données peuvent
étre exécutées trés efficace en utilisant le type de mathématiques basé sur les idées
présentées dans ce travail. L’impact pratique de ces idées dans les applications est remar-
quable. Par exemple, plusieurs hopitaux ont adopté des méthodes de diagnostic médical

qui ont été développés par Coifman et son groupe a l'aide méthodes basées sur ondelettes.

En conclusion, nous tenons a souligner que les ondelettes constituent un immense

champ dont beaucoup d’auteurs ont contribué a la création. Cependant, nous voulons
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dire que Yves Meyer a contribué et introduit de nombreuses idées qui ont été les plus
importantes dans sa création. Le matériel de le premier chapitre de 31| décrit de nom-
breuses constructions qui sont dues a lui et les idées qui ont ouvert la voie & un grand

nombre de sujets ( par exemple, "TARM ) que nous avons présentés dans ce travail.
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